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ВВЕДЕНЕЕ. 


1. Механика занимается изучешемъ движений. Движене 
есть изифнеше съ теченемь времени положеня, занимаемаго 
тфаомъ въ пространств»; во надо замфтить, что поннйя о 
движени п поков будуть нонямями относительными. Мы 
принимаемъ абеолютное пространство каль нфчто ноизмЪ- 
няемое и ненодвижное, и части которато не могуть изифнять 
своего расположены. Но, какъ одна часть времени ничёиъ 
не отличается оть другой части, хроиф еовершивтихея въ 
нихь событй, точно тавже нить ничего, по чему можно 
было бы отличить одну чаеть пространства отъ другой, кром® 
ихь отношейя къ мфсту занииаемому какимъ нибудь тВломъ 
или тфлами; и мы не можемъ указать мфета, занимаемаго 
хъ пространств» какимъ нибудь тёломъ иначе, какъь срав- 
нивь его съ м5стомь занимаемымь другииъ тЪломъ или 
другими тфлами. Нозтому, чтобы судить о томъ, движется ли 
тфяо или вЪть, т, е. измфияеть ли оно свое место въ 
проетранетя ила же все время сохреняеть одно и тоже 
положене, иы должны сравнивать его положеше съ поло- 
жешемь другихь, окружающихь тфль, Покой и движеше 
точки называется абсолютныме пли относнтельнымь, смотря 
потому, будуть ли эти окружаюния тЬла, съ ноложешемъ 
которыхь сравнивается положеше разсматриваемаго тфаа, 
‹ами неподвижны, или принимають 30 внихавще и ихъ дви 
жене относптельно вазихь нибудь новыхь предметовъ. Строто 
творя. мы не знаемъ ни одного предмета, про который мы 
могли бы сказать навЪрное, что онъ находитея въ абеолют- 

т 
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номъ лохоф *). Вс предметы на земной поверхности, которые 
мы привывли считать неподвижными, находятся тольбо въ 
относительном» покоф, потому что они движутел выфет еъ 
землею; земля въ свою очередь движется вокругъ оби и 
около солнца; солнце и звёзды, называемыя неподвижными — 
всф они совершають нфкоторое движен въ пространств$. 
Поэтому всякое наблюдаемое движене веть, собственно 
товоря, движене относительное, и понятия объ абеолютномь 
двоженш и абеолютномь покоф суть понлтя отвлеченныя. 
Тфиь не мепфе, во многихь механическихь вопросахь, въ 
которыхь длн опредфлен!я положен1я двнжущагося тла иЪтъ 
надобности знать движен!е системы тфлъ, относительно кото- 
фыхь опредфляется его положеще, можно разематривать эту 
<истему какь неподвижную въ пространств, п движеше 
тфла разсматривать вакъ абсолютное. Напримфрь, когда мы, 
наблюдая свободное падеше тЪль отъ дЬёстиял тяжести, 
пелаемь изелВдоваль только законь изыфненя разстоянйй, 
проходихыхь тёламп въ фазличные промежуткл времени, 
намъ очевидно ить надобности обращать вниман!е на су- 
точное вращен!е земли около ови и на годовое движенще ея 
около солнца; тавъ что въ этомъ случаВ можно разематри- 
вать землю какъ неподвижную въ пространствв и принять 
цадене тфла за абсолютное движеще. Но если мы захотимь 
пзелловать направлен, по которому будеть двигаться эго 
издающес ло, совпадаеть ли оцо, или изть, св отвБеной 
лин1ей, намъ надо будеть принять въ разсчеть суточное 
вращене земли около оеп, но самую ось можемь по преж- 
ему принимать 3& неподвижную; ВЪ ЭТОМЪ случаЪ то же 
свободное надене тфла надо разематривать кавъ движене 
относительное, а не вбеолютное. Итакъ поняте объ + абео- 
лютномъ движении ееть нонят!е совершенно отвлеченное, и 
26% заковы вбеолютнато движены, которые мы выводим» из\% 
наблюдеп! падъ относительными движениями, суть только 


Э Мы можень только одно утверждать, что, есди отвосительное 
положен ю ибенолььихь тёхь пахбняетея, то нЪкоторыя аъ пихъ (можеть 
Фвычь к вов) ивмфнили свое абсолютное позощешще. Если большое число 
предзетовь сохраняетъ одно и тоже положеше, то ны сьлонны считать 
ихъ въ абеодютномь нокоф, & если охно пзъ кихь иамфиясть свое чфото 
00 отощевто х% системь, то ему и припиеываемь движеше. Но этону- 
10 етоть долгое время и считали зензю неподвижной въ пространств. 


мати предположения, хота и имфюния большую вролтность, 
но нуждающияся въ подтверждение; тавимъ подтвержденемъ 
служить согласе междг сафдетвями, выведенными логически 
изъ этихъ заноновъ, и лвлешями непосредственно иаблюдае- 
мыми, что мы и имфемъ при движеши илазеть. 

2. Всякое ТВло при своемь движени проходить иЪко- 
торое пространство въ нвоторый промежутокъь времени. 
Понячя яространетво и время — поняйя начальныя, они 
пробрётаются человфЕомъ сх самаго ранияго возраста изъ 
опыта и наблюденя надъ явлешями природы, но не могут 
быть сведены на понятия простВйшия, а потому и не подлежать 
опредфленио. Въ механик® пространство и время разематри- 
заются какъ математичесяя величины. Что пространство 
есть величина— не требуется нивавихь пояеневзй. Что время 
сеть величина, и какъ всякая величина ножеть быть изм}- 
рена, можно показать такъ: положимъ что нфкоторое твло, 
занимавшее сначала въ пространств» положеше 2/, пере- 
иретплось въ полошеше ЛК); переходя въ новое положен. 
1Вло необходимо должно было пройти черезь рядь проме- 
звуточиыхь положен 2Г, М", М№",....., такь что для 
перехода тфла изъ Л/ вь ЛГ, потребуетея етолько времени, 
‚колько его нужно сначала для перехода изъ М въ Г, 
погомъ для перехода изь М’ въ М" и т. д., елВдовательно 
вве время, употребленное для перехода изъ А въ ЛЬ можно 
фаздфлить н& нЪеколько однородныхъ частей. РасиредВлявьъ 
промежуточныя положешя ЛГ, 24", М”",....., такимь 
образомъ, чтобы щен тВло проходило разстояне отъ 
ЗЫ ло ЛГ, оть М’ до М",...., въ равныя времена, п 
принимая за сдиницу время, ^ употреблено на переходь изъ 
М въ М мы будешь въ состолнфи выразить въ этихь еди- 
ницахь все время, употребленное на нереходь изъ А въ ЛА. 
Всякан отраниченная часть времени называется яромежут- 
хомь времени. Начало пля хонець промежутка времени назы- 
вается моментомь времени. Моментъ относительно промежутка 
времени состазляетъь тоже, чт0 пъ теометри точка отноеп- 
тельно ливн ограниченной длины, 

Еели мы вообразимь себЪ самое простое изъ вофхь 
движенй: вее одинаково, безь перемфиъ, соверпниющееся 
равком$ркое дьпжене, и при этомъ мы отрёшимся отъ всего, 
отпоеящагоея къ движущемуея предмету ин къ геометряче- 


свимъ свонствамъ движезя, то останетел только представлено 
© непрерывной, все одинаковымъ образомь совершающейся, 
перемфиб мфета, т е. представлен!е о иродоаисшиельностии. 
Отр5шимея еще отъ ограниченности, и мы придемъ къ прех- 
ставленно о неограниченной продолжительности, безъ начала, 
н конца,—къ представлено о времени. Иодобно тому какъ 
оть ограниченваго пространства—тфла-—черезь отбрасыване 
его овобенныхь свойетвь, вида п величины, мы доходимъ до 
представлея о безпредёльномь пространств}, въ которомъ. 
содержатся зеБ отдфльныя ограниченныя простравства—всё 
предметы, также точно отъ ограниченной продолжительносте 
мы приходимъ къ представлено о безграничномъ времени, 
въ котороюмь совершеаотел всей движеня. 

Кавъ прострапство изыфряется другимъ, опредфленнымъ, 
но проязвольно выбранным иространствомъ, тавъ и время 
изифряется опредфленною, точно также произвольно зыбран- 
ною, продолжительностью ифкотораго равножфрнаго движения, 
Лая этого обыкновенно выбнрають прохолжительноеть равно- 
м$фрно совертающагоея вращеня земли, называють полный 
оборотъ ея сутками и раздВляють его извЪетнымь образомъ 
на часы, минуты и секунды. 

Даднхъ теперь точное опредЖлене иЪкоторымь ел0- 
вамь, заиметвованнымъ большею частью изъ разговорнаго. 
языка и постоянно употребляемыхь ВЪ механикВ. 

Тло. Въ Геомети зело есть ограниченная часть 
пространства, незавиеимо отъ того, напозпено ли ото про- 
странство наи нфть. Съ точки „ран ФизнЕи тфло ееть 
пфчто вещественное, присоедннениб въ свойству яротяжен- 
ности еще и непроницаемость, Велкое т$ло, встр®чалокееся 
зъ природф, состоить изъ нЪкотораго вещества или матери, 
чыь и отличается тфио дБйствительно существующееы- 
физическое, оть тфла роображаемаго — геометрическаго. 
Поняте о матерш есть тавже понят начальное, неподле- 
жамцее опредфленио ). Въ механикВ мы будемъ называл 


2) Воть опредблене матерш, сдфланное Курно: «Савый баизый 
ошыть показываеть вахъ, что предметы, проивводаше саныя разио- 
образвый впечата® ря ид вар чувства, и которычь мы даемъ назвало 
вова, ЖОГДа хотинь обозпачить ихъ одвимъ общимь цменемъ, способны, 
ие только перемфщалься, по также пзибиять раамфры, фигуру. свой вид 
1 свое состоя е п даже уничтожаться въ своей индивизуальности черезъ. 


Флъломо Засть матер изи всщества со верх сторонъ 
хграпизенную. 

Наше поняз!е о тфлахъ таково, что представлене о 
ихь существоваши не связано съ представлешемъ о ихъ 
движени. Тажь что, хотя во всей вееленной нибть, быть 
можеть, ни одного атома, который находился бы въ ново 
даже въ точен1и самаго короткаго времени, мы тёмъ не мене 
вполнз лево можемъ представить себЪ тЪ20 ваходящимея 
въ абсолютном» пово%. 

Снла. Но разъ т№ло находится въ нокоВ, то, но нашему 
представленю о нёмь, оно н останется всегда рт покоф, 
эели только не лвитсл какая нибудь посторонияя причина, 
которал выведетъ его изъ этото состоявя— и обратно, еслны - 
ТВло движется, то оно должно, безъ дфйстыя посторонней 
причины, продолжать свое движене тавимъ же образомъ и 
по тому же направлению, какъ и раныме двигелось: въ этомъ 
заключается закон ннерши. Поэтому если тфло, бывшее до 
того времеян иъ нокоф, паянеть двигаться, пли тфло, нахо- 
дищееся въ движенит, измфнить его или остановится, то мы 
можемь быть увфренными, что это провзошло всяфдстые 
дАйстымл ла него посторонней причины. Эту причину, какова, 
бы она ни была, оть чего бы она ие происходила и хоторая 
намь извфетна только по ея дЪйствно, мы называемъ въ 
МеханикВ силою. 

Про силу говорять, что она ириложена къ ифкотороху 
тфлу пли ыфкоторой тознф; точка, на которую дЬйствуеть 
эт сила, называется эиочкою ирнложеня этой силы. 

Поплте 0 сил есть одно изъ самыхъ простыхь; оно выте- 
заетъ изъ ежеминутиаго опыта; мы не можемт сдвинуть тёла 
$ъ занимаемаго нмъ мфетя, не почуветвовавь, что дли этого 
надо употребить нфкоторое усиле; мы его употребляемь и 
тотда, когда хотимъ поддержать тяжелое тёло или удержать 
поднимающееея взерхь (шаръ въ воздухЪ, дерево въ вод 
ит. и.). И мы ныфемжь представлен о большемъ пан мень- 
шемъ усили раньше, зфиъ имфемъ точный елособъ для пхъ 
разъединеве п разеБяьйе частей. То, что иродолялеть ославаться нод 
пзмфневя пли разрушешя тЁть, оставаясь нензифняемымь вЪ сововут- 
лоси чаетей, это и есть то, что мы называемь матерей». (Собгпое. 
Ттане де Гелепащетеие Чез 146ез Гопаазпел!а!с5 Чань 1ез зеелсез её дапз 
Низюне, Снар. Ш). 


сравнения. Что же касается до внутренней сущпости силъ, 
то онз, точно также вкавъ и сущность матери, вовсе не 
входить въ предметь нашихъ паслфдовай. Въ натихъ 
изетВдовашяхь мы исходимъ изь твердо установленныхь 
двипыхь опыта н разсужденя употребляемъ только для вывода 
изь нихь слёдетый '). 

Не зная сущности силь, мы иринимаемь, что он 
дЬйствують по извфетному направлению, причемъ нанравле- 
щемъ силы считаемъ направлеше того движешя, которое 
она сообщила бы свободному т$лу, находившемуся 5х0 того 
въ нокоф. 

Кром направленя и точки приложеня силы есть еще 
трет олементъ, опредфляющий силу— это ея напряжеше или 
величина. Мы принимаежь, что одно и тоже дЪйстые про- 
пеходать оть однфхь и т%хь же причннь, и потому ебли 
силы производять тождественное дёйстые, мы ихъ очитаемъ 
равнымя; мы нредетавляемъ себф, что свлы тавже могугь 
быть и не равными. СлВдовательно силы намъ предетавляются 
кавъ могувйя быть больше и меньше одна другой—овф суть 
величины, которыя можно сраввивать съ ифкоторою опре- 
дёленною величиною того же рода, принятою за единицу и 
такимъ образомъ нхъ можно выразить въ числахъ. 

Двф силы мы считаемв равными, сели онЪ, будучи 
приложены по прямо противомоложнымь направленямъ &ъ 
одной и той же свободной и находящейся въ нохоф точкЪ, 
ке произведуть накавого движешя. Понле о равенств® 
ведеть иъ цонатио о какомъ угодно отношения между вими, 
понимая поль сумаюю нзоволькахь силь, дфйетвующихь по 
одному и тому же направленно на одну и ту же точку, одну 
такую силу, которая можеть замфнить собою совокупность 
этихь еилъ, пронезодя то же движеше, какь и вв эти силы 
вмфст®, х по тому же направленно. Такимъ образомь сялы 
можно выражать числами. ‘ 

Силы въ Механик изображаются обыкновенно прямыми 
лимями, откладывая длины, пропорщюнальныя числамъ, выра- 
жающимЪ напряжеше сить, по прямымъ, представляющим. 
направлешя сить, начиная оть точек приложеня. 


2) Но надо остерегаться считать поляче © сих чфиъ то гииотеси- 
лескинЪ—оно столь же достовфрио, какъ п вее хаваемое пахъ опытом» 


й 


Масса. Опытъ` покавываеть, что одна и таже сила произ- 
зодить не одно и тоже дЬйстые, если она будеть приложена, 
въ разаичныхмь тфламъ. Это ведеть въ новому понятю— 
массь. Очитають, Что два тфла какого угодно рода (отли- 
чающияся даже по своему физическому строешю и химиче- 
скому составу) имфють одну и ту же массу, если равныя 
силы производять одко и тоже дЪйстые на эти тЬла, нахо- 
дяцфаея въ покои свободныя. Если два тфла соединимъ 
выфетё, то массу новаго, составленнаго изъ них тфла счи- 
таемь суммою их массь. Поняте о равенствВ и о сложен 
массъ приводать къ понятно объ маесахъ, находящихся Въ 
извфстномь отношени одна къ другой, и тавимь образомъ 
массы вефхь тВль могуть быть выражены чиелами, какъ 
зенкя величины, если мы ихь сравниыъ съ принятою за 
единицу массою извфетнаго тЬла, ваприыфрь извфетиаго 
объема опродфленнаго вещества; обыкновенно за единицу 
массы принимають массу кубической единицы воды при 
температур® наибольшей плотности, 

Отсюда сяфдуеть, что тфла, состоящфи изъ одного и 
Тото же однороднаго вещества имфють массы пропорцояаль- 
ныя ихь объемамь и, слёдовательно, количествамь матери 
въ нихь завлючающимея. Но такъ кавъ нельзя указать точ- 
НагО ©1060б& для еравкеоня количества матери тёль разно- 
родныхь, ни, въ особенности, извлечь изъ того ниважихь 
заключен о дёйстыи на нихъ силъ, то механика не дону- 
сваеть никавото другаго различя между разными тфлами и 
разнородными веществами, кромф того, какъ они относятся къ 
дЪйетню силъ, приводящихъ ихъ движене, —кром® ихъ массъ. 

Поняте о масс предетавляеть то существенное отхище 
оть поняМя 0 сИЖЬ, что первое не можеть быть подобно 
второму выведено изъ разенотрёшя равновфейл, в только изъ 
разсмотруны движеня. 

„Плотностью однороднато тфла называють массу единицы 
объема этого вещества, значить она есть отношеше массы 
ифкотораго объема къ величинв этого объема. Еези же тзо 
не однородно, то яложносииню 5 какой ‘мыбудь точкть назыввють 
среднюю плотность безковечно малой части тфла, завлю- 
чающей въ себф эту точку, пан, другими словами, предёть 
отношения массы этой части къ ея объему при уменымент 
объема до нуля. 
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4. Тазсматривая движеня различныхь, насъ окружаю- 
щихь предметов, напр. движеше небесныхь свётить, дви- 
жене воздуха и воды, движеще предметовь на земной по- 
верхности и т. и. мы замфчаемъ, что каждое изъ отихъ 
движенй имфеть свон оеобенноети, которыми характеризуется 
каждое разсматриваемое движеше, и которыя даютъ возмо- 
жноеть отличать одно движеше отъ другато. Но, изучая 
внимательно каждое движене, мы замфтимт, что, не смотря 
на эти особенности, между вефми этами различными движе- 
{ями есть очень много общаго, веф движешя подчинены 
нЪкоторымъ общимъ законамъ, Изучен!е этих общихь зако- 
зовъ й условй движеня какихъ бы то ни было тёль и 
изелфдовоне воёхь обетоятельетвь, его сопровождающихь и 
на него вмяющихь, и составляеть предиетъь Теоретической 
(аначе Ридбональной или Общей) механики. Примфнеше же 
общихь завоновъ, добытыхь теоретическою механикою къ 
различнаго рода механизивиь и сооружешяыть, соетавляегь 
предметь различныхь отдфловь Прикладной механики, къ 
которой относятся: зеоря соиротивлешщя матерталовь и устой- 
чивости сооружен, гидравлика и приложеше ед къ разяаго 
рода лвигателямь, теорйя и устройство нередаточныхь меха- 
низмов'ь, наровыхъ, газовыхъ и электрическихь двигателей, 
и зообще различныхь спецальныхь мапгииъ и механизмовъ. 

Изь самаго опредфленя механики, какъ науки о двя- 
жен]и и покоф тёлъ, ясно, что основаше механики составляеть 
теометря, изъ которой механика занмствуеть способы, какъ 
для опредфлешя положен точекъ, такъ и для измёрешя и 
изелфдоватя тёль и фигурь. Движеше тёлъ можно счатать 
вполнф извфотнымь только тогда, если мы въ соетояи 
булемъ опредфлить положен!е тёла въ пространетвЪ во веяюй 
данный моменть времени, а дли этого необходимо знать 
зависимость между пространетвомъ, проходимымъ тёломъ, и 
временемъь движеня, по которой мы могли бы судить, какъ 
измфняютея эти пространства съ теченемъ времени; другими 
словами, пространства проходимыя разными движущимися 
тёлами и точками, должны быть выражены въ зависямости 
оть времени— к? {функшяхь отъ времени и вопроеъ объ опре- 
дфлени и изолфиовани движен приводитея въ вопросу объ 
опредёлени и изелёдовани функц. Таьимъ образомъ теоре- 
тическан механика тесно связана сь махематичесвимь ана- 
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лизомь *), и потому ее часто называють анвлитинескою 
механикою. . 

Та часть теоретической механики, которая разсматри- 
ваеть общин свойства всезозможныхь двнженй, называется 
Бинематикою или Форонощею (от греческато слова хтра— 
движен!е). Въ ней движешя разсматривалотея въ зависимости 
эть понят о пространств и времени, изучаются ихъ свой- 
ства и особенности, отличающия ихъ одно оть другаго, но 
вовсе не принимаютен во викмано тф причины, которых 
производить этн движеня—силы; тфла природы при этомъ 
разсматриваются кавъ геометричесыя протяженя, устраняя 
изъ раземотрфвя матерю, наполняющую тфла. Уже Эйлерь 
и Даламберз говорили о необходимости изучать прежде всего 
законы движевя, но „Амиерь первый лено высказаль всю 
выгоду, которую можеть доставить учене о геометрических 
свойствахь движевя и объ отношеи между скоростями 
различныхь частей машинъ независные отъ нонайя о сна% 
и хасеЬ. Кинематику можно было бы отнести къ геометрии, 
такь калъ опа основывается на геометричесвихь началахь 
и пе допускаеть ли одного начала, заимствованва:о изъ 
ваблюденй и опытовъ. Но въ геометри хотя и разсматри- 
ваютея нфкоторыя движеня, напр. лия образуется движе- 
щемь точни, движенемь лин при изветныхь условяхь 
образуютея поверхности и т. п., но при этомъ обращается 
внимание только на различных положены, которыя принвмаеть 
движущаяся точка или линия, независимо отъ времени, упо- 
требленнате на перехоль изъ одного положеня въ другое. 
Въ кинехатик же перемфщевя, совершаемыя точками, фигу- 
рами и тблами, разематриваются веегда въ евязи съ време- 
немъ, употребленнымь для движеня. 

Другая часть хеоретичесвой механики имфеть иблью 


3) Между механпкою п затемативою существуеть очень тфеная связь 
{почему механнву часто п называють приказдною математиков): насколько 
анадивъ п теометИл служили къ раскрытию законовъ движения п дбствйя 
сит природы, настолько же механния п математическая физика помогли 
развитию анолитическихь п теонетричесвихь методовъ ивояфлованя. 
Истори дафферевшазьнаго и нятегральнаго печцоден!н показывает, что 
механика была постояпно четочникомъ воироеовъ, дла ршез!я которыхъ 
придумывались новые енособы интегрирования фувьжй и дифференааль- 
инхт, уравненйй. Ламе даже предлагаеть устравить на воетда разделеше 
цауки на математику чистую и математику привзадиуя, 


нахождене общихь законовъ движеня и зависимости между 
совершающимися движеняыи и причинами, производящими их; 
ъъ ней изучаются силы и дВйствя произволимыя ими на тфла, 
причемъ уже нельзя устранять изъ раземотравя матер, изъ, 
которой состоять т6ла, такъ какъ дфйстве сить на тВла зави- 
сить оть массы пхъ. Эта часть теоретической механики назы- 
зается Кинепикою (отъ греческаго слова ба двиган!е). 

Иногда эту вторую часть— Кинетиву—зЪъ евою очередь 
раздвляютъ на части, Не всегда дЪйстве виды на тёло 
выражается движенемь; можеть случитьел, что дфйстве одной 
или однихь силь уничтожается дЪйстыемъ другой силы или 
другихь силь, и тёло, не смотря на д®йстые вефхь отихь 
силъ, сохранить то свое состояне, ВЪ КАкомЪ ОНО находи- 
лось бы, есля бы этихъ силъ совефмъ пе было. Такое со- 
столы тла называется равковюеемь, & про силы товорять, 
что онф взаимно уравновъиионотся. Вопросы © равновъеи 
разематриваютел въ Бинетияь какъ частный случай вопроса, 
о движени. Но въ зиду большой важности, которую имфють 
этн вопросы въ прикладной механиЕй, и въ виду того, что 
раземотрфн!е равновфе!я даетъ возможность изучить силы сами 
по себ, въ ихъ взаимолфйетв и, незавиенмо оть производи- 
мато ими движеня, нмъ посвящается оеобый отдЪль теоре- 
‘чической механней, называемый стеюииой. ТВ же винети- 
чесве вопроеы, ноторые относится въ движению въ завиеи- 
мости оть производящихь сго призинт, составять предиеть 
другго отлВла— дннамики. 

Нвотда отъ статики и динамики отдфляють вопросы, 
отвосятщеея до маесы тфль и въ которыхь не требуетен 
принимать во винман!е ни движеня тёлъ, ин призоженлыхь 
хъ нему спль--таковы вопросы о центрь тяжести ') но 
моментахь инерции. Имь тогда посвящають особый отдЪль, 
хоторому хаютъ назваше леоменрйй масоз. 


=—— 
1} Заывтияъ, что центрь тяжести часто хазыванугь ибяиролть инериёь 
и чемеромь массь. Центромь нассъ его называють потому, что мвето его 
зависить вовсе ке оть хЪдютыя сплы тяжести, а только отъ взанмнато 
расположен я масеъ, составляющикь еистему; центромь же инершя ето 
назызаЮтТь потому, что во всей системв только овъ одинъ всегда п внолн® 
лодчиниетел завону ниерши, т. е. при отеухетыя снлъ или ихь равно. 
фей движется прямолинейно п равиомфрно. 


ЧАСТЬ 1. 


НИНЕМАТИКА. 


ОТДЪЬЛЪ 1 


Кинематика точки. 


ТЛАВА 1. 


Абсолютное движен!® точки. 


`траекторя и завонь двшжекя. РавнокЪрное двпжен:о; скорость. Схо- 
фость перемфянаго двпженя; кривая скоростей. Равношфрно переифнное 
двихеше; ускорень. Проектирозанное двыженуе, 


$1. Заноны движеня. Сворость. 


$. Бипемалика есть та чаеть Механикл, которая изу- 
чаеть законы движения, не обращая внимавыя на причины 
ето производящя — это есть изучене движеныя самого по 
себф. Ея предметы ‹оставляють веф опросы относительно 
пространствъ, пройденныхь при различвыхь движенихь, вре- 
мени, употребленнаго на ихъ прохождене, опредфлене ско- 
ростей по различнымь соотношенниь между пространствами 
и соотвётотвующими промежутками времени. Овна изучаеть 
также п различные приборы, позволяющЕ преобразовывать 
одно двищеше въ другое. Поэтому она раздЁляется ва Аи- 
неминиуу чистую, га движешя пзучаются вообще, я Жине- 
затику прикладную или заворю меланизмовь, занимающуюся 
изученемь механизмовь, служанихь для передачи и пре- 
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образовая движени. Въ куреъ 'Георетической Механики 
входит тольхо Кинематика чистая. 

2. Изучая движене тфлъ независимо отъ причин. ихъ 
ироизводящихь, можно разоматривать тфла какъ геометриче- 
ея протяженя. & чакъ вавъ всякое геометрическое протя- 
жене есть общее мЪето точевь, положеше которыхъ опре- 
дёляетея извфетными условями, то самое естественное начать 
изучеше движений вообще съ движеня одной точки. Не сл5- 
дуеть, однако, нри этомъ думать, что такое движеню будеть 
только воображаемыиь, иенмёющимъ пражтяческаго основа- 
я и приложен: много есть вопросовъ о движени т%лъ, 
когда вовсе не требуется принимать во внимане разыфры 
этихъ тфяъ, взпимное расноложене отдфльныхь частей ихъ, 
наконець вощество тулъ-—въ таких случаях тфла конеч- 
яыхь разыВровь можно разсматривать кавъ зеометричесвя 
очки. 

8. Триекторя. Когда точка движется въ пространетвЪ, 
то мы принимаемъ какъ очевидное, что она изь одного по- 
зожешя не можеть пройти въ другое иначе, какъ чрезъ 
нелрерывный рядъ промежуточныхь положен, и этоть рад 
положен, занимаемыхь послвдовательно движущеюся точ- 
кою, составляющий н№которую прямую или кривую или даже 
зомавую лин, называется траекторнею ИЛИ путемъ эвочкк. 
Смотря по тому будеть ли траектори двяжущейся точки 
прямою вли вривою лишей, и лвижеше называется прямо- 
лянейнымЪ иля вриволивейлымъ. 

4. Чтобы движене точки было вполн% опредфлено, должно 
знать траевторно ея и, кромф того, въ кахомъ мфетё своего 
пути находитея она въ Кавдый данный моменту времени и 
обратно въ какой моменть времени она булеть въ данной 
точкф на ея траектори; а для этого должень быть давъ 
законь движеня точки по ея траевтори, т. е. должно быть 
извЪетно какъ точка проходить различныя чаети своего пути, 

Пусть, напримфрь, АВ (табл. Г черт. 1) представялеть 
траекторно движущейся точки, М, ДГ... положешя ею 
занимаемыя въ различные моменты времеви. Чтобы опред»- 
лить положене 11, занимаемое точкою въ вЪкоторый данный 
момент» времени, находять разстояне ОМ этой точки оть 
н%которой постоянной точки О взятой на этой же лилиг; 
это разстояще считають по кривой, ипричемь въ одну сто- 
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рону оть О разетолым считаютея положительными, а въ. 
другую отрицательными. Время считають отЪ того момента, 
когда движущаяея точка находилаеь въ нёкоторокъ положе- 
иш ДА. Тогда, очевидно, каждому значению времени соотвВт- 
ствуетк опредФаенное разстолне 02041; значить это разетоя- 
н1е — обозначимь его з— будеть функщя времени, которое. 
мы обозначимь зрезь $, и мы булемь имфть 


8=10 

это выражене называется уравневемь движешя точки по ея. 
траектории. Если движеню намъ известно, значить дана та 
функщя {, которая выражаеть зависимость между зп #. 

Примиры. 1) Точка движется но парабод%; точна О--верщина паря- 
бозы уравнеые двяжевя 5—6. 

2) Точка дзажется но кругу; уравнеше двыжешя б=ай, 

3) Точка движется по кавой пабудь кравой идя прямой; уравнен® 
двияеня 9.008 (#9). 


5. Движене точки называется равномтърнымь, если эта 
точна въ равные (но по величин% произвольные) промежутки 
времени проходить равныя пространства, съ какого-бы мо- 
мента ви начинались эти промежутки, иначе говоря, движе- 
зе называется равномфрнымь, если пространетва, пройден- 
пыл движущеюся точкою, будуть пропоршональны промежут- 
памь времени, употребленнымь на ихь прохождены. Если 
ло прежнему обозначинъ черезь 5-— разетояе движущейся 
точки оть начала дугь для какого нибудь момента времени #, 
а черезь \ тоже разстояше для начальнаго момента, т. е., 
рая Ё тогда эта пропорщюнальность выразится равен- 
СТВОМЪ: 


5 


в 


и 


', 
ИЛИ 
5=У-+4 

тд а есть нфкоторое постоянное количество. Это равенетво 
и будеть уравнешемь равномфрнаго двишен., 

6. Беди чрезъ 8 обозначим разстояще оть налала дугъ 
ие для 250, а для какого нибудь момента &. то уравнеше 
фавномфрваго движеши приметь вилъ: 


— = 


34. 
Полагая въ немъь #-—& равнымь единицв времени, мы 


шолучимь: 
в = — 5% 


т. е, что постоннное количество « равно прострамству, 
пройденному въ единицу времени. Одао равномфрное дви- 
жеше будетх отличаться оть другаго равномфрнаго движеня 
только вначенемь этого, постояннато для кАЖДаГО изъ нихъ, 
холичеетва а. Чфыъ больше и, тфмъ тотъ-же путь 5 — 5 
будетъ пройденъ въ меньшее время #—&, т. е., тёмъ дви- 
жене совершается скорюе; поэтому это количество служить, 
мфрою степени быстроты или медленноети движеня и назы- 
вается скоростью. Значить скорость равномтьрнаю движеня 
„веть пространство, пролодимое двиоюущеюся точкою 95 еди- 
ницу времени, или, что тоже, постоянное отношене, которое 
-существуеть мевду пройденнымь пространствомь и употреб- 
леннымъ на прохождеше его времененъ. сли мы обозна- 
чныъ чрезъ у скорость, то бухемъ инфть: 


„Приьючаще. Очевидно, что мы не моженъ сравнивать про- 
странства съ временемт, а но тому и искать отношеня 
между ними, а только можемь сравнивать отношешя 
ЭТИХЪ двухъ величинь къ ИхЪ соотв тетвеннымь @дини- 
дамъ, и потому скорость есть отношене отвлеченныхь 
чисель, показывающихь отношешя пространства и вре- 
мени къ ихъ единицамъ, Изь этого елфдуеть, что и 
единицы скорости нфть; екорость, такъ опредфленная, 
кавъ мы это хёлаемт, есть отваеченное число, величина 
котораго измфнитея при перемфи единицы времени и 
единицы длины. 


Скорости часто придають направлеше и знавъ, именно 
то направлен, по которему совершается движене, а поло- 
`жительною или отрицательною она будеть, смотря по тому, 
“совершаетел-ли движеше точки въ ту сторону, куда счита- 
ются 5 положительными, или въ ту сторону, куда 9 счи- 
чаются отрицательными, что впрочем видио-и изъ формулы: 


в =8 5 
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$. Графическое предотавлене законов» движет. Нусть 
$ = (0 есть урввнеше движешя, — возьшемь дв взаиино 
перпендикузярныя оси ОРи 05 (табл. Т, черт. 9) и выбе- 
ремь произвольную длину, изображающую единицу времени, 
и произвольную длину для изображеня единицы прогяжещя. 
Отложимь на оси абециееь 0# длины Ор, Ор’, представляюлия 
въ принятомь масштаб опредфленныя значешя времени, п 
пусть ординаты рн, ри’ представять (въ масштабЪ, прияя- 
томъ для проетранетвъ) соотвфтствуюнИя этямь моментам 
зремеви значеня 5. Тогда мы получимъ непрерывный рядь 
точек ли, т’, т"... составляющихь кривую. уравневе ко- 
торой будеть: 


8 =ЁО. 


Эту лившю называютъь зривою пространствь. Она графи- 
чески выращаеть намь зависгиость между пройдеянымь про- 
странствомъь и времелемь, т. е. графически изображаеть 
законъ движеня. 

Примочаше. Че должно смфшивать кривой пространствъ ст 
траевторей, описываемой точкою при движени ея яъ 
пространствЪ. 

Если движен!е будеть разномрное, то вкривою про- 
странствь будегь прямал лишя наклонная къ оен 0/. сли 
тока неподвижна — кривою пространетвь будеть прямая. 
параллельная О 

Примьры: Построить кривую простраиствь лая движенй, выраждс- 
эпухь уравпевезмлы 


Изв не я (1 
\ 


3. Люемотрииь теперь, какъ при такомъ графическомъ 
©1060б$ выражешя закона движешя изобразится скорость 
равномьрнао движеня. Мы уже замфтиди, что вривою нро- 
странетвь будеть прамая лия наклонная къ 0+. Пусть 
(табл. Т, черт. 8) АВ представляеть эту линно. Изъ иро- 
извольной точви С’ этой прямой ироведемь СП, параллель- 
ную ОЕ и по длинф равную лини, принятой за изображенте 
единицы времени. ИзЪ точки ДР проведемъ прямую, парал- 
лельвую Оз, до ветрёчи въ точк® Е съ прямою АВ. Тогда 
РЕ представляеть ту длину, на которую увеличивается 5 въ 
единицу времени, значить это п будетъ абеолютная велячина 
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скорости, Что касаетен знака скорости, то овъ опредфляется 
холожешемь прямой РЕ. Въ чертежь 3, гд6 РЕ напраз- 
лево въ сторову положительныхь $, скороеть положительна, 
Если же завонъ двлжевья опредфлялея бы прямою АВ’ 
{табл. Г, черт. 4}, то РЕ направлено въ егоропу отрица- 
тельных» 3, и скорость будеть отрицательная, показывающая, 
что движеше направлено въ ту сторону, куда з считаются 
отрицательными. Эта прямая РЕ, при Ор=1, будетъ пред- 
ставлять / ]тла я, составленнаго прямою АВ съ осью ОБ 
такъ что скорость равномфрнахо движеня выражаетея гра- 
фичесьи 9 угла, составляемато прямою, выражающею законъ 
движени съ осью абсциесъ, 


$2. Перембнное движене и его скорость. 


9. Всякое движене, которое не будеть разном раымъ, 
называется перемъннымь; въ немъ пройденный путь не бу- 
деть пропоршоналенъ времени, употребденному на его иро- 
хождеше. Между переннными движешями отличають т, 
которыя будуть перодическиии, или неродически равнонтр- 
ными. Это т движешя, въ которыхь равныя пространства 
приходятся въ равные, но извъстнымь образомз выбранные, 
промежутки времени. Равенство пройденныхь пространетвъ 
не существуегь при произвольно малыхъ выбранныхь рав- 
лыхе преиежуткахъ времени, & только тогда, если проме- 
жути врешеви будуть кразными опредлениаго промежутка, 
зазываемаго иердоме движешя. 

20. Въ перемфнномъ движени простраметва, проходимый 
двлжущеюся точкою, не будуть пропоршональны временамъ, 
и потому отношене пройлениато пространства къ времени 
не будегь постояннымъ и не будеть, говоря вообще, рав- 
ияться пространству, иройденному въ единицу времени, ко- 
горое въ равпомфрвомъ движенйг служдть мфрою и опред- 
ленехь скорости. Значить для перемВнпаго движеня нельзя 
сказать, что скорость его есть пространство, пройдевное въ 
езпниху времени. Въ перемфнномъ движении скорость мё- 
ляется каждое мгновеше. ко въ каждый дапный моменть 
она нифеть нФкоторую конечную и опредфленную зезичину, 
такую, что, если бы она оставалаеь постояпяою, — движене 
едЬзалоеь бы равнохврнымъ. Но такъ кант по закону ппер- 
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щи точка, предоставленная самой себЪ движется равномёрно 
по примой зинш, то неравномфрноеть движевя слёдуеть 
приписать дЪйствно нфкоторой вифшней причины, и потому, 
если причина эта перестажеть дЪйствовать, то точка при- 
метъ ранномёрное хвижене съ тою скоростью, какую она 
лифла въ моменть прекращещя влуншя внёшией причины и 
хоторая называется скоростью перемЗанаго движения въ раз- 
ематриваемый моменть. Слфдовательно скоростью перемтн- 
над движеня вв захой нибудь моменте времени называется 
пространство, которое движущаяся точии проца бы в еди- 
нииу времени посль данное момента, если бы в5 течеще 
этой единицы времени она была предоставлена самой себъ 
в были устранены внтуинея причины, ваяющёя на ел двнжене. 

Такъ какъ предоставленная самой себф точка дввжется по направ- 
ленйю касательной въ траектории, то, отзоживк ид этой насательной данну, 
предстезлающую пространство, которое точка прошла-бы въ единяну вре- 
мени, мы полузиыь лихик, изображающую енорость точьи. 

Чтобы составить ссбб повлме о томъ, накъ будеть вы- 
ражальел скорость въ ъаждый данкый моментъ, вообразанъ 
чебБ безковечно малый промежутокъ времени, саБдуювий за, 
давным» момеятомь, и предположимь, что дёйствительное 
движет точки въ течене этого промежутка времени зам- 
нено такимъ равномфраымь движенемъ, при котороиъ прой- 
денный путь будеть тот же, что и въ д®йствительномь 
движение Послфдовательность такихт равномфрныхь движе- 
Ш, которыми мы замбнлемь движене перемфвное, обра- 
зуеть новое перемфниое двыжене, отлинное оть прежняго; 
но ири безконечно мадыхъ промежутках времени, эти два 
дриженя одно съ друпииь сливмотея и потому перелльнное 
Эвижене можно разематуивть, какъ посльдовательность 
безкоиечиа большею числа равноморныхь движений, продол- 
жающихтся безконенно малые промежутки врецени. Эти но- 
сафдовательных безконечно коротьм равномфряыя движеня 
составляють элемениы иврелньниаю движенщя. Такая замфна 
перемннаго движения рядомъ элементарных» равиомфриыхь 
движенй равносильна тому, какъ въ Геометри кривую раз 
емахривають какъ ломаную съ безконечи» большшуиь чиеломъ 
безвопечяо малыхт сторонъ. 

Дьйствитезьно, вообразимь, что кривая простраветва иостроена 
(табл, Г, черт. 2) я дзя можентовь Ор п О» ордивалы ри пу’ пред- 
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ставаяють разелолье денжущейся точки оть начала дуть. Такъ какъ мы, 
замфилл перомфиное движеве равном®рнымяи, вводимь уелоше, что про- 
страветво, ипройденное въ тотЪ же промежутокъ будетъ то-же, те орди- 
ваты рт и ру’ сохранать свою величшиу, ло законь перемфинато дви- 
женя выразится дугою зав’, а законъ раввомёрнаго хордою т’. 


Введн поняе о тахомъ элементарномь двпжени, лы уже 
легко составимь покяше о еворости в® данкый моменть — 
это есть скорость завиомВрнато ‘элементарнаго движения, 
слфдующато за этимъ моментомъ п составлающаго часть пе- 
ремфннаго движеньн въ 210 время. И еели 45 обозначаеть 
путь, пройденный въ течещи элементе» времени @%, то, при 
предположени, что элементарное звиженю равномфрне, если 
т обозначаеть его скорость, будемъ имЪть: 


5 = и 
а: 


=. 


и 


Если уравнене движения будеть з — {И — то 
г = Е. 

Отсюда мы видимъ, что скорость в данный моменте 
вырижаетея первою пронзводною оть простринства по вре- 
мени. 

11. Скорость перемфннато движешя можно еще разсма- 
тризать какъ предфлъ так называемой средней скоростн. 
Если хы нифемъ два положешя точки ДА и ЛЬ для хо- 
ментовв времени {п &, для которыхъ значешя 5 будуть 
5 я 5, то пройденный путь будеть 9—5, а употреблен- 
ное на него время {, — &. Еели мы возьмемь отношеше 


а, то ойо называется средиею скоростью для промежутка 
времени отъ & до /. въ движенш от ЛА до ЛГ. Это будетъ 
скорость такого равном®рнато движеня. нри которомь въ 
промежутокь времени Ь— В, пройденный путь будетъ 5-5 
т. в, среднею скоростью для даниаю промежутка времени 
переиьнийо движеная называют скорость такою ривнолльр- 
чийо движеня, мун воторомь вь тотв же промежситохь вр- 
мены проходитея тошь эке путь, како н п5 перемьнномь 
Эвнжени. 

Еели мы обозначимь чрезь А — промежутокъ вре- 
мены, елъдуюпИй за даннымь моментоиь, а зрезъ А — 
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пройденный въ течене его путь, то а : представить еред- 
нюю скороеть; а предфль этого отношения, при уменьшении 
АЕ до нуля, предетавить скороеть элемептарнаго движене 
которая, какъ мы видфли, прянимается за скорость перемфя- 
маго движен!я дли даннаго момента, тавъ что, принимая ее 
за в, булемъ имЖть: 


А а 
пред, ( Ай У \е--0 = и =. 


если $ = { @) есть уравневе движенш. 


„ 


Если М и М представляють положешя движущейел 
точки въ началь н конф промежутка времени АЁ, то дуга 
им будеть представяять Аз. Вели мы проведем хорду 
МАГ, то разность между дугою Аз и хордою ИМ’ есть 
Фбезконечно малая высшаго порядка и мы моженъ, переходя 
къ предфламь, замфиить Аз чрезь ЛИЛГ, и сказать. что 
скорость в5 перемъиноме движении можно раземитривать 
како предьль средней съерости вг движение по тордь: 


. Мм 
7 = пред. (- Зе! ао 


Но въ прямолинейномъ равномфрномъ движениг скорость, 
вакъ путь проходимый въ едикоцу времени, можно 01т20- 
жить въ вид иБноторой длины на прямой, по которой со- 
зершается движене, — въ данномъ случа на продолженной 
хорд», т. е., на сфкущей, а въ предфаВ эта сфкущая обра- 
титея въ касазельную, поэтому скорость веремфвяаго дви- 
женя можно представить прямою линею — длиною, оззожен- 
ною на касательной, по направлению дряженя. 

Можно наёти выражене скорости еще елфдующихь лу- 
темь. Пусть 5 будетъь пространство, пройдениое точкою въ 
концу времени №, п г скорость въ этоть моменть: Я А5 
пространетво, пройденное къ конду времени ГАИ и 
«скорость для этого момента, и предиоложинь "< г. Еслибы 
въ промежутокь времени ^! точка продолжала бы дим- 
гатьея равномфрно ео скоростью г, то опа прошла бы пре- 
хтранстпо гА4, очевидно меньшее, чфуъ Аз, п тавъ 


ТАЕЗАХ 


Съ лрутой сторовы. если бы въ течейи врежени АЕ 
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точка прошла свой иуть равномфрио ео скоростью 5’, то она 
бы прошла путь # А Ё и очевядно: 
У А} > 48. 


И такь будемъ пмьть: 


А} > Аз > оАЬ 
или 


Предположняь, что А # уменьшается безпредфльно, тогда 
въ предфлЬ 9 == 0 и елбдовательно: 
‚ 45 _ № 
$ — пред. др р, 
какъ мы и равыие имфли. 


18. Постараемся найти графически въ перемфнномъ дви- 
жени величяну скорости движущейся точки въ коннЪ вре- 
мени $ ипзображаемаго абециееою ов, (табл. Т, черт. 5} 
хривой пространетвь ($ 1, #°. 7). 

Вь моменть времени # движущаяся точка находится въ 
точкЪ М; въ моменть # | 4 она будеть въ М’, пройдя 
путь ММ’ = 49. Точёб М соотвётетвуеть опредфленное 
зничене 5, предетавляемое ординатою Ор на кривой про- 
странетвь (черт. 5). ТочьВ ЛИ’ соотвВтетвуеть с’ безконечно. 
бльзкая жъ С. Длияь рр’ представляеть @# и сй == ср’ — ср 


@ 
представить дугу 45. Скорость © = ‘д будеть выражаться 


; и В . 
отношенемь, Е Возьмемь на продолженной ливм СЁ длину” 
СЕ, равную длин, принятой для изображеня единицы вре- 
мени, потомъ проведемь ЕЁ параллельно 05 до вехрчи съ. 
касательной. Изъ подобя треугольниковь будемь имть: 

Рой 
СЕ ву 
в ею 


Значить въ течеше времепи С точка прошла нуть с%, 
Если бы, начиная съ момсвта времени # лнжене сдфлалось. 
равномфрнымь, то въ течеше единнцы времени опа прошла, 
ба муть „ слфдовательно ЕГ представить скорость разис: 
ибрнаго двишена, — это п будеть пекомая скороеть. 
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И такь, чтобы найти скороеть къ концу времени # въ 
перем нномь движени, надо изъ точки С, соотвВтетвующей 
моменту #, провести прямую СЁ, параллельную ОЁи равиую 
зинйт, изображающей единицу времени. Чрезъ точку ЕЁ про- 
ведемт прямую, параллельную (5 до ветрёзи въ точ Е 
<ъ васалельною въ точкф С съ кривою пространетвъ. Длина 

ЕЕ и будеть искомая скорость. 


ЛПримьъмаше, Мы видфли, что скорость въ какой нибудь точк® 
траэкторт въ моменть времене` # даетея формулою 


неро. 


Нельзя изъ этого выводить заключеня, что скорость 
иметь величиною & угла, составляемаго касательною 
въ кривой иространетвь съ осью абециссь, потому что, 
говоря вообще, маштабы ироетранетвь п временъ ра: 
лизны. Уголъ, составленный касательною съ оеБю (%# 
будеть большимъ пли меньшимъ при одной ин той же 
«корости, емотря потому, кокъ мы будемъ изыфиять 
одянъ изъ этихь маштабовт, увеличивать или умевь- 
зиать, потому что въ томь и другомъ елучаф кривая 
пространетвь будеть различна по своему виду. Скорость 
будеть равна тантенсу угла, составляемаго касательною 
с5 осью абецаесь только въ томъ случаф, если Зин, 
представляющая единицу времени, равни лии, пред- 
ставляющей единицу пространства. 


$. Изь всего сказанивго слфлуеть, что скорость въ 
занный моменть есть вообще нЁвоторая функтия & Значитт, 
можно провести кривую, которой абсциееами будуть времена, 
а орденатами еоотв®тетвующя скороети. Такииь образомъ 
получим линию, иазываежую иривою скоростей и указываю- 
щую своимъ видомъ, какЪ измфннется скорость съ тезешень 
времени. 

14. Замфтамь, что случай равномёрнаго движенл завдю- 
чаетея въ общемь случаЪ. ДЪйствительно тогда будеть; 


Ф = Соня. = а: 


значить врлвою скоростей будеть прямая ном параллель- 
изя бен (4. 


и отсюда, ивтегрируя, 
5 


о», 


обозначая чрезъ 5, значене $ при # == о. Это будетъ фор- 
мула, найденнал нами и раньше. Въ общемь случаВ ско- 
роеть г не будеть постоянной, она есть функщя отъ времени, 
и тогда 


+в. 
О 


15. Есть возможность графически опредвлять простран- 
етво, пройденное вв нфкоторый нромежучокь времени, если 
извзетна скорость для этого промежутка и ноетроена кривая 
скоростей. Для разном®рнаго движешя кривая скоростей 
будеть прямая лин, параллельная оси абсциееъ, потому что. 
ея ординаты, нзображаюнщия скороеть въ разные момепты, 
ъеф должны быть равны. Пусть 48’ (табл. Г, черт. 6) пред- 
ставляеть лиино скоростей дзя равиомбрнако движешя. 
Абецисса (04 — время №, абецисса Од’ — время Ё и ординаты 
4С п УР — скорость а этого движешя. Путь пройденный 
точкою при равномфрномъ движони въ промежуток времени 
отъ Ё до # будеть 


а = 0. (9 — 09 =. 4. 


Но 40. 94 продставляоть собою м%ру площади, заключенной 
между линей скоростей, осью абедисеь и двумя ордипатамя, 
соотвБтетвующими началу и воппу разематриваемаго прохе- 
жутна времени. Значить пространство, пройденное въ нЪко- 
тарый промежутокъ времени, равно этой площади. 
Перейдемъ теперь къ перемфнному движению, для кото- 
раго лины екоростей пусть будетъ «17 (черт. 7), и требуется 
опредфлить путь, пройденный точкою отъ момента времени 
%, изображаемаго абециееою Ору до момента времени Ё, изо- 
бражаемаго абециссою Ор, Абецисс% Ор, пусть соотвтетвуеть 
ордината РЁ, представляющая скорость для момента вре- 
мени () и абциес® Ор — ордината РЁ, изображающая ско- 
фость въ момевть 6 н предпозожнмь для удобства, что ско- 
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роеть пдеть, вее возрастая оть РЁ до рЁ. Раздваянь 
промежутокъ отб рь до р на и равныхь частей, общу ю ве- 
личину которыхь назовемь А. Точки дёленя р’, р", т 
предетавяяють моменты времени, промежуточные между и 
+, & ординаты р’, РЕ, р" и соотвфтствующе этимъ 
моментамь времени скорости + $’, ©"... Вели скорость 
Ру назовемь ®, а скорость рЁ — в, то по сдфланпому 
предпозоженю: 


ии... 5% 

Если мы предположимъ, что въ первый промежуток 
времени ^Ё точка шла ревномрнымъ движенемъ съ по- 
стоянною скоростью у, то прошла бы меньший путь, чВыъ 
дЪйствительно, такъ кавъ скорость возрастаеть, а если бы 
шза еъ постоянной скоростью т’, то прошаа бы больший, 
чёмъ дЬйствительно, путь. Но в$ первомъ случаф она про- 
ла бы ФАЬ а во второмь © п, какь мы замфтили, 
%А{ нзображаеть площадь д№ЮЁр, а А площадь 
В .Ё”р, и если значеня з, соотвбтствующии моментам &» 
АБ -ЭАЬ..., & навовемь 5, 5° д", тогда 
пройденныя пути будуть: 


Ща — 3% 
и, какъь выше сказано, 

6А1 
точно также 

ИА 

Аа 


Но, замфняя САБ ИАЬ... и т. д площадями, получимъ: 
ВК < АЁЕр, 
Кия < <в а. 
рек" = рр", 


ен 
плот, РКК К" Кр ЕКЕ ТИ 


алывая эти неравенства, получемъ: 


“Вр. 
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Первая паощадь представяяоть сумму прямоугольниковъ, 
виисанныхь въ нашу привую, назовень ве Р, а вторая 
сумму прамоутольниковь выступающихь изъ нашей кривой, 
назовемъ ее 2", такь что площадь первых меныде, а иле- 
щадь вторыхь больше, чёмь плопадь, ограниченная осью 
абсциесъ, кривою скоростей и ординатами Ру к рЕ— назо- 
вемъ эту площаль 5-—такъ что: 
Роб<Р". 

С» увеличещемь числа дфлеый в и съ уменьшешемъь про- 
межутковъ врежени Аё, площади Ри Р’ приближаются 
одна къ другой, разность между ними безпредёльно умень- 
шается и 065 онф обращаются въ прехвлё въ 5, а тавъ 
какъ пройденный путь 3 — 5 завлючень между ними, то 
онъ, какъ постоянная везичина, должевъ разилться ихъ пре- 
дБлу т. е. этой площади. И такъ-— путь пройденный деноку- 
лщейся точною в5 яромежутокь времени оть № 00 & пред- 
ставляется срефически площадью, офаниченною кривою ско- 
‚ростей, осъю абещиссь и двумя ординатами, соотвътетвую- 
зима начальному и конечному моментамь времени. 

Очевидно, что результатъь не изыфнится, если бы мы 
предположили, что скорость въ этоть промежутокъ времени 
не вес возрастаеть, а все убываеть, или, даже, то возра- 
стаетъ, то убываеть, однимъ словомъ измфняетея произвольно. 

Замфтимь, что площадь выражаеть пройденный путь 
тольЕО въ такомъ случаЪ, если равныя длины изображають 
и единицу времени и единицу протяженя. 

Этоть способъ нахождешя  пройденнато пространства 
имфегь большёе значене, когда изъ наблюденй мы ихфемь 
зналене ф для разявчныхь + тавъ что кривую скоростей, 
хотя бы и приблизительно, построить можемь ио закона, 
аналитически выражающаго зависимость между нии, не 
знаехъ и потому интеграла я = [^&{ найти ве можемъ. 


$ 3. Движеше равномёрноперемфнное; ускорене. 


16. Прост®йшиыь изъ вефхь перемфнныхь движенй бу- 
деть движене равномфрно-перехВнное, въ которомь скорость 
получаеть равныя приращеня въ равные промежутки вре- 
мени, каковы бы эти промежутки ни были; другими словами 
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движене, въ которомъ скорость измфняетея пропорщонально 
времени. 
Назовемъ $, скорость въ моменть & не скорость въ 
момент &, тогда 


тд и есть нжкоторая постоннная величина. При # —&=1, 
$ —% == и, значить постоянное количество # предетавляеть 
прирамен!е скорости въ единицу времени. Оно, будузи по- 
стояннымъ для одного и того же движеня, будеть различ- 
выкъ для различныхь равномфрно-перемфнныхь движенй п 
даеть намъ возможность судить © степени быстроты или 
медленкости изифнешя скорости, поэтому оно называется 
‘ускорещемь равномфрно-перемннато двяженя., 

Это ускореше можеть быть моложющтельныме и отрица- 
этельнымь, смотря потому, будехь ли скорость увеличиваться 
или уменьшаться съ течешемъ времени. Въ первожь случа® 
хдвижене равномЪряо-ускоренное зо второмъ равпомрно за- 
медленное. 

Если положимъ, ч10 & = 0. т, е., чрезъ + назовель 
начальную скорость то 

жом {1). 


17. Выведемь теперь уравнен!е равном рно-перемфинаго 
движен!я. Для этого возьмемъ предыдущую формулу и, за- 
мфтивъ, что скорость во всявомь движении выражается про- 
изводной отъ $ по & получимъ: 

& 


вы и, 
отеюда, проинтегрировавъ, получимъ: 

Зи 

ве, 


«ели назовемь &, значене 3 при? 


Ни... (2) 


5 


ь 06 = и получииь: 


8 


Еели предположимь, 410 5, ==0, т. ©. за начало дугъ 
нозьмемь ту точку, изъ которой началось движене, то урав- 
нене (2} упроститея, и получинъ: 


из 


ууеенея (2.41 
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\ въ частномъ случаз. если ©, №. е. начальная скорость, 
— 0, уравнене двнжевя еще упростатея: 


В... . (2,5). 


Изъ уравненй (2) и (1) сл$дуеть, что кривая пространств, 
для этого случая будеть иарабола, оеь которой паралаельна 
осн ординагь, а кривая скоростей — прямая линя, ненарал- 
лельная осн абецисе, и и-— будеть утгловымъ коеффивен- 
томъ этой прамой. Поэтому, если хотимъ графичееки полу- 
чить величину ускореня, то, построивъ кривую скоростей, 
ВБ этомв случа прямую АВ (табл. Т, черт. 8), язь про- 
извольной точки ея С проведемь прямую, израллельную оси 
абециееъ и равную дкинф, изображающей едивицу времени 
и изк конца ея Л проведемь прямую параллельную оси 
ординать до ветрёчи въ точкВ Е еъ лишей АВ, тогда РЕ 
и предетавить искомую величину ускорев. 

Замтинь, что видъ кривой пространству и кривой ско- 
ростей ве зависить отъ того, какова будеть траектория дви- 
вущейся точки. 

18. Мы получиля, что для равномфрно-перемннаго дви- 
женя уравнене движевя будеть второй степени относн- 
тельно &, Обратво, веякое уравнеше вида: 


аи 
будеть представлять равном$рно-перемфаное движене. Даля 
этого продифференцируемь его, чтобы пайти скорость: 


Я =УЬ + 9%. 


5 


Дадниь  приращене А п назовемь соотвётетвующее 
приращене х чрезъ А г. Тогда 


лень 9 + 20% 


и значить: 


н 


или отношеше приращеня скорости кв промежщутку времени 
есть постоянное количество, значить движение будеть равно- 
мфрно-неремфнное, п усворевге его равно 2. 
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19. Уравнеше равномфряо-перемфннаго движеня: 
8 = -[ вин ® 


хожно вывести и помимо интегрирован я на основан гра- 
фическаго способа, указаннаго въ и’ 15. Мы изъ свыаго 
поняття о равном&рио - переынномь движени вывели, что 
скорость выражается формулой 
и и, и и и (@—&) 

я етБдозательно кривая скоростей будеть прямая лишая, на- 
клонная къ осн абцисеъ, & кавъ указано въ и? 15, путь 
пройденный точкою равноведикъ площади, завлюченной между 
кривой скоростей, осью абсцисеъ я двумя ординатами, соот- 
эЪтотвующими начальному н конечному моментамь времени. 
Въ нашемь случаВ, когда кривая скоростей АВ будеть пря- 
мая (табл. 1, черт. 9) — эта площадь будеть травешя и 
потому, если Ор представляеть начальный моменть &, 
а О»’— конечный моменть & и Ор--начадьную скорость @, 


а р’ конечную скорость э, тогда площаль Сри'р = рр. 


р, но брать, Бр = о и (4) изу = Ш— 4; 
тахъ что, обозначан пройденный путь чрезъь з— 5, будемь 


` имфть: 


ео 


—& = 

идя: . 
С 

= ео“ 


и, полатая дая простоты & = 0, 
в 
5=% Р-Н. 


20. Свойства равномтрно-перемтьниало движеншя. Мы ви- 
дЬли, что равномбрно-перемфнное движеше опредфляется 
двумя уравнентями 


це 


ты 


= м. 
Изь перваго получаемь 
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Но -—* есть средняя скорость точки въ течеше вре- 
1 
меня ф, и эта средняя скорость выражаетел чрезъ 2» -|- =\щ 


= -# (= т. ‘е. она равна скорости, которую движу- 
зцаяся точка иыфеть въ серединВ промежутка времени #- 
Тань что: 6; равномирно-перемтнномь двцоюени средняя ско- 
ость вз течене нъкоторао оремени & равна дъйствительной 
скорости для средняю момента этою промежутка времени. 

Замфнял и ето величиною изъ уравненя # == ео Е чё, 


получимъ 
ие. 


Значить средняя скорость для закою нибудь промежутка 
времени равна среднему ариеметическому скоростей, которыя 
зиочка интла 65 начал в кони этою промежутка. 


Искаючая # изъ двухъ уравнен! движешя, получимъ: 
1 
5 — 9 =в6—&), 


т.е. полуразность квадратовх скоростей для двуть положен 
точки равна произведено ускорещя на путь, пройденный 
зточкою 9$ этот промежуток времени. 

Если время считають съ того момента движеня, котдь 
скорость равна нулю, и пространства съ того положены, 
Боторое движущаяся точва занимаеть въ этоть моменть, то 
уравненя движеня, какЪ мы знаемь, упрощаютея 


и 
8=3 


. 9 = 
принявъ въ первомь & == 1, получимь 
и = 95, 
т. 6. ускорене равио удвоенному путь, пройденному точкою 
45 первую секунду двнженшя. 


Поден!е тяжелыхь тёлЪ. 


21. Форнулы равномфрно пережниаго движешя служать 
для рёшевя вопросовъ, относлщихел къ вержикальнону дви- 
эженёю в пустотль тяжелыть этьле. 


29. 


Олыть намз указываеть, что, когда 1%л0 путать падать. 
35 пуетотЪ, то тижесть вообщаеть ему чрезь севунду ско- 
рость въ 9,8088 метровь илн 32,2 фута въ секуннду (вт. 
широт& Парижа). Это число обозначаютъ обыкновенно чрезь 
— оно есть приращене скорости въ каждую секунду, зна- 
чить 910 есть ускорене сообщенвое тяжестью. Такъ какъ 
это ускореше постоянно, то движеше будеть равномфрио- 
перемвнное, и къ нему примфнаются ве выведенныя вами 
формулы, съ замФною въ ннхъ % чрезь д. 

Если тфло было. въ поков и затЗмь оть дЬйстын силы 
тяжести начало падать, и если считать пространства отт. 
той точкн, откуда оно начало свое падене, то 


= 
ы .] и... 8) 
> 9 
Если, наобороть, низло брошено снизу ввертъ съ началь- 
ною скоростью +, движене будеть равном рно-замедленное.. 
и мы будемь пыфть 
=ц-—Я 


1 
чё —5 9 


= 


|: ® 


8 


Задача 1. Опредъшить высоту, на которую поднимается 
илоюелое пиъло, которому сообщена скорость +, снизу вверсь. 

Положивъ въ первой изъ формузь (4) =, получимъ. 
продолжительность подъема 7: 


% = УТ, 
откуда 
= 


Подотаваяя это значене во вторую формулу, найдемь Я — 
высоту подъема 
ыЯ 


Н= 


Если мы предположимъ, что, достигнувъ этой высоты н 
остановившись, тфло начнеть падать назадь, то можуно дока- 
зать, что время падешя равно времени поднятя. Назовенъ 
время обратнаго паденя чрезь Т’и зрезь +’ скорость, еь 
которою тфло доститнеть той точки, откуда ово было брошено. 
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Мм докажемь, чо 7’ = Ти 9’ = в); ДЛЯ ЭТОГО ВОСПОлЬ- 
зуенея формуламя (3), ихфющими приложеще при падекм 
чЪлъ, и получииь ` 


я = от’ 
Н=- чт" 
‘отвуда —= 
"= у 2Н. 
ИЕ. 
®’ = УзаН = % 
и потому 
Тм = т, 
9 


Задача |. Де этъла вылодять изь одной и той же 
почки 6635 начальной скорости чрез промежуток времени 
® одна посл друюй. Опредъяить моменть, кида разстоя- 
4е между ними будет в, и какъ велики пути, пройденные 
ими д0 этою момента. 


Если 2 — искомый путь, пройденный первымъ т%ломъ и 
4&— время, имъ употребленкое, то 


= 
а—в= С 9(— 0). 
Отт = 
_ ев о _ 94а, 
виз 


Задача |||. Вычислить злубину колодце, зная время, яро- 
зиедшее отз момента, кода опустили падать тяжелое ттьле 
{безз начальной скорости), д момента, кода зшумь паденая 
4% в0ду будетз услышан. 


$ 4. Проектированное движенге. 


22. Деижеще проектированное ма, плоскость, Въ то время, 
какъ точка движется въ пространств, ее можно каждый 
‘моменть проектировать на нЪкоторую постоянную плоскость. 
„АТолученвыя, тавимъ образомъ, проекщи можно разематри- 
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вать, навъ послфдовательныя половея второй точки, дви- 
жущейся по этой плоскоств. Дьижене этой второй точки 
мы будемк ивзывать яроектировоннымь на эту плоскость 
движещемь перзой точки. Очевидно, что траевторя проек- 
тпрованнато хвижешя будеть проекщей траектори даннаго 
движеня. 

Такъ какъ скорость кавого нибудь движеня можеть быть 
изображена прямой лишей — отрзкомъ касательной къ траек- 
ори, то проекией скорости мы будемъ называть проевщю 
этого отрёзка. 

'Посмотрижь, какая будегъ зависимость между скоростями 
даинаго и проектированнаго движенЙ. Пусть МОМ’ (табл. 1, 
черт. 10) и чи’ будуть безконечно малые пути, пройденные 
зъ течене промежутка времени $ самою хвикущеюся точ- 
кою М и ен проекщею т на илоевость, Скорость точки М 


будеть 
мм’, 
Го 


т’ МР 
“Скорость точки в будеть —д;. Отложимъ скорость —д- на ка- 
еахельной въ траектори; пусть ЛЕС’ представить эту ско- 
рость. Проектируенъ точку С на плоскоеть, проекщей ея 
нусть будеть с. Прамая чис будеть проекщей ЛЕС’ и ова 
будеть васательной къ траекторт точки ж. По пароллель- 
ности пряныхь ЛА, М" и 05 мы будемъ имфть 


МС: те = ММ: т. 
Раздфляя оба члена втораго отношевя на &, и называя 
маи ти’ 
скорость “д, чрез 7 и -ц- чрезъ в, мы будемь имфть: 


МС : те = Т 


Но МС изображаеть Т, значить тс будеть изображать 1, 
а тс есть проекщя МС, и такъ скорость двможеня проек- 
зпированнаю на неподвижную плоскость, есть проекия на 
ву же плоскость скорости движеня, совершаенио точкою 
95 иространствь. 

28. Движенще пуюектированное не ось. Точно тавниь же 
образомь можемъ въ важдый момелть проектировать движу- 
зцуюся точку на неподвижную пряцую, называеную осью, 
напр.. 0х (черт. 10), проводя изъ .каждахо послфдователь- 


нато положеви точки изоекости, параляельныя между с0б0ю. 
Проектированное движеше будеть прямолинейнымь по этой 
прамой От. Пусть Ми М’ (черт. 10) будуть два безко- 
нечно близыя положешя движущейся точки, # ин изъ 
проекцг на оси Ох и пусть & — время, употреблениее на 
прохождеше путей ММ’ и ия’; тогда скорость Р точки № 
будетъ 


_ им 
—=—& 
и скорость ®' точки в будеть 
и’ 
9 = 


уеть ЛИС’ представить скоробть У и пусть 4 будеть 
проекщей точки С на оси Ох. Тогда 


М0: ММ! = ма: 
изи 


о МС = Т, слВдовательно 24 = 9’ и значить: скоробть вв 
Эвнжени, проектированномь на прямую, 5 какой нибудь 
моменте, равна проекит на эту прямую скорости, каную: 
имъетв 6% тотз же моментз сама двиэюущаеяся точка. 

0б& эти свойства будуть имёть мфето, какь при орто- 
тональном, тавъ н при нахлонномь проектироваши; пре 
ортотональномь проентированш, называя чрезъ 8 уголь между 
скоростью У и 065ю проевцИь мы будемь имфть 


® — 7203, 


Изелфдован проектированныхь движенй упрощаеть р%- 
шене вопросовъ о движени точки въ пространств, приводя 
нхъ къ изучению болфе простыхь движенй во пзосвимъ. 
кривымь пли, даже, по прямымъ лишямъ. Далфе мы уви- 
димъ, что, зная три проектированныя движеня на трехь не 
лежащихь въ одной плоскости оеяхъ, мы будемъ знать вой. 
обстоятельства движеня точки. 
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ГЛАВА И. 


О сложныхь движенЕях\. 


3 1. Слощеще движений. 


24. Для опредфленя движеня точки въ пространсте мы 
сравниваемъ ея послфдозательных ноложеня съ положешями 
другой или другихъ точекъ, прянимаемыхь нажи за непод- 
вижныя. Но можеть случиться, что эти точаи сами въ свою 
очередь движутся. Тогда опредвленная нами траектория точки 
не булеть уже веподвижной кривой, а сама будеть имёть 
и%которое движене. Представимъ, себф, напримфръ, наблю- 
дателя, находящагося на судвф, плывущемъ по рё=В и какой 
нибудь предметь, движуцея по этому сухву. Наблюдатехю, 
незамфчающеку движеня судна, будеть видно только изи»- 
вене положевя движущейся точкя по отношению къ судау 
или въ нему самому. Но это движенше будеть только кажу- 
эцимоя, оно будеть отличаться отъ дЬйствительнаго его дви- 
женя въ пространств, которое будеть результатом одяо- 
временнаго раземотр®я обоихь движен!—и видимаго дви- 
мени точки по судну, и движенйя судна ло рёкё. Тазое види- 
мое движенше точки называется относительнымь, движеше 
ея траектори вифст8 съ судномъ — переносныиз, а настоящее 
ея движеше въ пространств —абсолюниинме движешенъ. 

25. Положеше дважущейся точки мы до сяхь порь 
опредфляли, задавая ея траевторно и разстовые ел по траек- 
тора оть начальной точки. Но положене движущейся точки 
можно задать и иначе. Нолонимъ, что двЪ взаимно пересф- 
каюняся ливи АВ и СР (табл. 1, черт. 11), приходять въ 
движеше ') и но прошестым нфвотораго промежутка вре- 


*) Понят! о двашени лиюЁи легко составить изь понят!я о движе- 
вы точки. Предстаенкъ себё въ пространстай яёноторую линф АВ 
(бпвбх. Г черт. 19) и положимъ, что каждая точка си приходить в дек- 
еше п по прошествыт нЪвотораго времени точки ея а, 5, с,... чорей- 
хуть въ поюжене д’ с...; общее мЁсто этихъ точекъ бужеть пфко- 
торая новая лишя 4’В’, которая, вообще товоря, можеть отхизаться оть 
АВ и фигурою и содоженеиь,—эту дившю счатають новыыъ нохоженюмь 
дн 48. 

$ 
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мени 9 принимають положеше АВ’ и С’, тогда точка 
ихь перееёченя М будеть тоже перемщаться и по про- 
шести промежутка времени 9 будеть находиться въ М'— 
въ точ пересфчешя лицш Вин СТ. Движене точки М 
зависить оть движещя линй АЖ и СЛ; ве можно перевести 
изъ положены М. въ положеше М саБдующимъ образомт: 
предетавинъ себё, что люшя АВ сначала остается въ покоз, 
и зивя ОР перемфщаетея въ положеше С’Т’; при этомь 
точка М перем щаетея по неподвижной лини АВ и перей> 
деть въ положеше Л. Тенерь предетавимъ себЪ, что лия 
С'ТУ будегь оставатьел неподвижною, а лишя АВ перемх- 
стится въ положене 4’В’, при этомъ точка М, будеть доя- 
таться по неподвижной линш С’П’ и придеть въ положеше 
М. Такяыъ образомь движеше точки оть № кь М, мы 
разематриваемь состоящимъ. изъ двухъ движенй той же точи, 
одного отъ М ло М, пе лини АВ и другато оть 28, до М 
по лини С'ТУ. Но, представляя ©еб%, что точка имфла эти 
хва послбдовательныхь движетая, иы предотавляемь также, 
какъ будто‘бы ипровежутокь времени 9 сущеетвоваль два 
раза — одивъ разъ, когда точка переходила изъ Мовь №, 
в вторично, когда ‘точка переходила изъ Л; вь М. На 
самомъ дфлф прометутовь времени 9 существоваль только 
один разъ, а потому точка М пе могла имфть одновременно 
двухь движен!; на самомь дфл% она не двигалась ни изъ 
М въ М, ни изъ М, въ ЛГ, а двигалась изь М въ М' по 
явкоторой траезтори ЛМ н имфль только одно движеше, 
но э10 одно движеше задается двуми лзиженнии. 

Чтобы представить себф это одно движене, зообразийъ: 
что движущаяся точка перемщается по одной изъ этих 
Зин, напримфрь, по лишн СР, но эта дишя не остается 
неподвижной, а сзма’ движется, увлекая ©ъ с0бю и движу“ 
щуюся пб ней точку, такимъ обравомь, что точка Л этой 
хривой описываеть путь 4В, това М, описываеть путь 
А’В, п во прошестым промежутка времени @ лини СТ 
приходить въ позожене С’, а движущаяея по ней точка 
приходить въ точку ЗВ, которая въ этоть моменть сова» 
даеть еъ точкою 1. 

26. Опредблене” дйствительнаго движеня точки по 
двумь заданнымъ движещямъ называется сложещемь дви- 
кев1й; двв заданныя движен называются составаяющими 
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(слашемыми) даижешяни, в опредфаяемое движен!е сложным 
составным», равнодъйствующимь) движещемь, 

Если заданы составляюния движеню, тд сложное дви- 
жене сафдуеть считать извфетнымъ, потому что мы при 
этомъ можемъ для важдахо даннаго момента времени опре- 
дВяить положене точки. Общее ифсто зофхъ ея положен, 
составить траевторю сложнато движения, и мы будемь знать 
въ какой точкВ этой траектори будеть находиться движу- 
щаяся точка въ каждый моменть, такъ что движене будете 
внолнё опредВлено; ип скорость сложнаго движеши можно 
опредфлить по скоростлжь движен!Н составляющихь. И такъ, 
друтой ‘способ ‘опредвлешя движен!я состовть въ задав 
движев!й, его составяяющихь. 

Дальше мы увидиыь, что одно сложное движеше можно 
составить не только изъ двухъ, но взъь трехъ и болфе состав? 
ЛЯЮЩИХЬ движенй, 

Движене точекь по подвижной траектори будеть пре- 
даставлятьея движенемь относительныме, движен!е самой 
траектори яъ простраметвЪ — движешемь перенвсныме, а 
движене, сложное изъ этихъ двухь — движешемъ абеолют- 
ным5. 

Резсмотримь ифсколько примфровь сложешя движенй и 
потомъ дадимь правила для опредфлевшия скорости ехожнаго 
движеня по скоростямъ движенй составляющихъ. 

27. Положимъ, что движущейся точЕВ въ ноложени 4 
сообщены одновременно два прямолинейныя движешя по 
прямымь АВ и АС (табл. Т черт. 13). Это значить, это 
въ то время, какъ точка движется по АВ, сама эта прямая 
АВ перем щается, оставаясь параллельной своему перзо- 
палальному положено, при чемъ точка 4 этой прямой опи- 
вываеть траекторю АС, Для опредфлевя дёйствительнаго 
движеня, сложнаго изъ этихь двухь движенй поетупаежь 
тавъ. Нусть для момента времени #, положен движущейся 
точки при движеши по прямой АВ будеть т, & тЪъ дви- 
жени ло АС— и’; точно тавже пусть т” ии", Ш" и" 
ит. д. предотавляють положеше движущейся точки въ каж- 
домъ изъ этихь двухь движен! для моментовь времени $, 
вит. д. Вь то время, какъ движущалея точка пройдеть 
по прямой АВ путь Аи’, сама эта прямая приметь поло- 
жене В, израллельное АВ, и если отложить из ней дляяу 


+ 
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зАь разную Аи’, то позучимь мЁсто той точви 9’, въ 
хоторую приходить движущаяся точка по прошестьи раз- 
сматриввемаго промежутка времени, т.е. 4, — будеть истин- 
ное мфето движущейен точки для момента #; Точно тавже 
прямая я”Аь, проведениая параллельно 4Б представить поло- 
жене подвижной траектория АВ въ момеять $ и взавъ нь 
ней длину #4», равную Ат", т. е., пути, пройденному дви- 
жущеюея точкою по АВ въ моменть времени #, получимъ 
точку Д», представляющую истинное положеше движущейся 
точки въ моменть &; проведя и”А», равную и параллельную 
Ат” получимь положене 4. движущейся точен дла момента, 
ит. д. Но, еели провести прямыя и’А, м’Аь т" А; и 
т. д. то онн будуть параллельны ДС и потому можно иначе 
получить точки 4:, А» 4:...: изъ соотв®тетвенныхь поло- 
женй и’ ии’, жим", м" ни",... проводимь прямыя, 
соотвётетвенно параллельныя АВ и АС п на пересфчени 
ихь получинъ точки 4, 4, 4»... Общее м®ето этихъ 
точевъ — вривая проходящая чрезь эти точки, будеть тра- 
екторя сложнаго движеня. 


Принъчине, Можно было бы также, наобороть, прияять, 
что движущаяен точке переифщается по прямой 40, а 
эта прямая, оставаясь параллельной самой себЪ, пере- 
двигается вдоль прямой АБ, т.е., точка А прамой АС 
движется по прямой АВ, потону чтб и въ том и дру- 
томъ случаВ овончательное положене движущейся точки 
будеть одно и 16 же. 


28. Примемъ теперь, что пространства, проходимыя 
движущеюся точкою въ каждомъ изъ этихь движев!, выра- 
жавются или одинаковыми функщиями времени, или различаю- 
щимися только постолинымь множителемъ. Назовемъ про- 
етранства, пройденных оть А по АВ чрезъ 2, & 0 АО 
зрезь у. Тогда наше услоше выразится такими равенствами: 


# = 9), у = М0. 


Чтобы опредфлить троекторйо сложнаго движен!я, опре- 
Дфлимъ место движущейся точки для нЪвоторыхь моментовъ 
зремени &, &,... 

Пусть для момента  соотвфтетвующее значение 2 прел- 
ставится длиною Дт’, для момента 6—2 = Ат’ ит. д. 
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2; = 07); Ди" == 2, = 97 );.., 


Точно также пусть 4», Ан". Аз",... предетавляють 
путв, пройденные во второмъ движенш въ моменты &, 5, в... 
которые мы назовень у» У», Уз...; Тогда: 


Ат’ — у, = 96); 4" = у = У;... 


Проводя изъ я’ и лини, параллельный АВ и АС, 
получимь точву 4, -- истинное положеше движущейся точки 
въ моменть #; точно такие провода прямыя изъ и’ и м" 
получимь 4, — м%сто точки въ моменть 6 ит. д.. Если 
соединимь точки А; и. Аз еъ точкою 4, и сразнинь А АД’ 
х А АА", мы получимъ 


Зи’. а Ат” 


т НИ 


и твкъ какБ Ди’ | Ам", то эти треугольники подобны н 
отому точки 4, А: и А, лежать на одной прамой. Точно 
также можно было бы убфдитьсл, что всё положеня движу- 
щейся точки лежать на прямой проходящей чрезк точЕу А, 
т. е., движеше сложное будеть прямолинейнымъ. 

Проще было бы можно это получить, принивь АВи АС 
за оси косоугольныхь коордимать. Тогда Аж’ и Ая’ пред- 
ставять координаты 2: и у. точки А, Ат” и Ая" коор- 
данаты точки 4 и т. д. Чтобы получить уравнене общаго 
вета точекь Ди, 4», 4з,... надо составать уравнеше между 
сиу, ве содержащее #. Для этого исключниь # изъ урав- 
ненй 


д — 40, у-50 


раздвливъ ихь одне на другое: 


# _&« 
у - уму 
а это есть уравненше прамой лиш, проходящей чрезъ начало 
хоординать; значить движеше будеть прямолинейное. 

Легко убфдиться, что законъ сложваго движежя будеть 
тоть же, какъ и въ движемяхь составляющить, т. е., прой- 
денныя пространства выражаются тою же функщею враменя, 
хотя и съ другимь постовивынъ множителемъ, Диля этого, 
называя зрезъ Ф уголь ВАО, изъ треугольника Ая А, (табл. 1, 
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черт. 14), гдБ А. есть положеще точки для момента #; най- 
демь . 
АА = Аи? + в. А. -- ЗА . пА, (8$ = 


И - 246 053) ГИР 


и, полатал для краткости и? -- 22 -- 206 С 


будемь ныть: 
АА, = 40. 


Такимъ образомь мы получимъ слёдующее правило, Два 
прамолинейныхь движешя, вз хоторыхь пройденныя простран- 
ства. выраоюаются одинаковыми функшями времени сложатеся 
сада 65 прямолинейное двикене, #5 которомз пройденнов 
эространство выражается такою же функею времени, 
отличиющеюся оть прежнихь только постоянным множи- 
звелёмь, 

29. Если мы положимь, что / () == Ь т. е., что оба 
данных движешя равномьрныя, то 


=щу=Ии 
и отеюдха получаемь уравнени 


Й 
== 


АД, == 6 


показываюня, что отё саожешя дауть прамолинейныхь и 
„равномьърныхь движений происходить движене также равно- 
мерное и прямолинейное, 

Принявь { (0) == @, т, е., предположив, что оба ео- 
езанляющихь двлжешя равномьрно-перемтнныя, будень ныть 


= узы 
откуда 


значить отз сложешя двухь прямолинейныхь и равномтрно- 
перемнныхь дожен й происходить даижеще также прямо- 
ацнейное и равномтрие-перелльнное. 

Если мы примемь / (® == (03 (®), т. в, что движенх 
составлающя будуть холебательныя, то получимъ 


$ - в 039, у = 6 03а 
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я отсюда 
у= а, ЛА, = 0038} Уй-Е 245 0зз = 6 003 в 


значить донжеще будеть прямолинейное и тоже колеба- 
зпельное. 

80. Но, если пространетва, проходимыя точкою въ хаж- 
домъ изъ составляющихь прямолизейныхь движеныхт, вы- 
ражаются неодннаковыми функции отф времени, то движе- 
зе сложное уже не будеть прямолинейнымъ. 

Раземотримъ, напримфръ, кзкое движене произойдеть 
оть сложещя двухъ прямолинейныхь движен!й, изъ которыхъ 
одно уазномбрвое, а хругое равном рно-перенфиное. 

Пусть точка А имфеть по. прямой АВ (табл. 1, черт. 15) 
равном%рное ‘двнженще со екоростью @; и но прямой АС 
равноирно - перемфнное движеше съ ускорешемь 25. По 
правилу, данному въ и” 27, чтобы получить положеше 
движущейся точки въ сложномь двнжент, мы для момея- 
товъ времени #, #,.. опредфляемь мфета точки на АВ — 
т, т... и на АСФ я, 9... и, проводя изъ в прямую М 
равную и параллельную Ат, получиыъ точку М — мфего 
движущейся точки для момента !, точво также, проводя 
п’ М’ равную и паралзельную Ал’, нолучимь М’ — нозоже- 
1е движущейся точки въ моменть # ит. д. Итобы теперь 
опредфлить кривую, воставляющую общее м%ето точекъ 
М, М.., т. в. траекторйо сложнаго движеня, примемъ 
прамую АБ за ось Уовъ а АО — ва ось 2овъ. Тогда я 
будеть обозначать путь, ‘пройденный по 40. и, такъ какъ 
это будеть равяомфрно-уекоренное движеше, то 


=. 
в = М", 


точно также у, обозначая пути, пройденныя въ равнонфр- 
номъ движеши со скоростью а, будеть выражаться такъ; 


у=&. 


х ну будуть тавше коорденатами точки №, 
Чтобы опредфлить уравнене кривой, надо найти зависи- 
мость между 2 и у, т. е., исключить время &, и мы получииъ 


= и 2 иди у? = Ярх, 


_®_ 


тдЪ Зр-== я. Это будеть уравнеше параболы, отнесенной 


въ касательной и сопраженному деметру, причемъ направ- 
лене разномфрнаго движезн будеть касательной, а направ- 
лен равном%рно-ускореннато движеня — маметроиъ. И такъ 
отз сложеня двуть прямолинейныхь движений, равнонтриио 
и равномтуно-ускоренноло, получится движеще приволинейное 
— яараболичееское. 

Положимъ теперь, что оба прямолинейныя движещя бу- 
Дугь колебатезьный, но съ разлыми фазвыи, Пусть въ дви- 
жени по Од (табл. Г, черт. 16) завонь двименя выражается 
уравнешемъ 


2 =а 08 8, 
а в$ движевм по Оу уравненемъ 
у=ё бт 9 
По исключени времени # получим» 
а Р 
я +в 1. 


Это будеть уравнеше элишса. Значить два колебательныя 
движеня даютъ движене элиитическое. 

Если а = Фи ви Од и Оу взаимно перпендикулярны, 
то элипе» обращается въ кругъ. 


$2. бложеше скоростей. 


81. Скорость сложнато движеня по даннымъ скоростянъ 
составлающихь двищенй опредфляетея на основания слёдую- 
Щей теоремы, извфетной подъ назвашемь нараллелофамма 
скоростей: 

Скорость сложнато движеня, яроисходнщию оть соеди- 
ненёя двух какихь-бы то ни было движенй, выражается по 
везичинь и по направлено дипональю параллелорамма, по- 
строенноло на скоростяжь движкенй составаяющите, 

Для доказательства положимъ, что точ М сообщены 
одвовременво дьа хан нибудь движеня: одно по траекто- 
рн ГА (табл. Т, черт. 17) со скоростью, другое по тра- 
екторы ЛАВ со скоростью т». Пусть по прошестыи нЪното- 
раго промежутка времени т точка № перемфетитея въ точку 
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М, по траектории МВ и въ тоть же промежуток времеки 
сама траектомя МВ перейдеть въ положене №,В'; пусть, 
ваконень, точка 7М’ представляеть положене точки М въ 
ховиф времени т на траевторя сложнаго движешя М, 


Отложимъ на хорд ИМ, длику МС == ИМ, , нь хорд ММ' 
— длину МО = м", и на хордё МЬМ'— длину МЕ = 
м, Прамая СР, соединающая точки Си В будеть па- 
фаллельнь и равна прямой МЕ. ДЫотиительно, изъ преды- 


дущихь равенствь выводьыъ о = ур == т, отЕуда 38- 


ключаемь, что А МЛМ’ со А МОР; ОР МЕ. Изъ 
подобя тёхь же раитоть слёдуегь, что 4 = 


— 1, откуда СР = -Р-, Но, но отзоженю, МЕ = ом В 


елбдовательно ОР = ЛЕ. 

Буденъ теперь уменынать прожежутовь времени т, при- 
ближая его къ нулю; при этомъ направзешя сВкущихь ЛС, 
МР, ЛЬЕ будуть приближальея мъ васательнымь въ ©0- 
отАбтетвующимь крявымъ и въ предёлв при т == 0, сВву- 
щая МС обратится въ касательную МЛь, приченъ 


МТ, == Прех. (еее 
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сЪнущая ЛГ обратится въ касательную МТ, причемъ 
мт пех, (2), 


{бухвою Т обозначинъ скорость словнаго движеяя), слёдо- 
зательно, прямая ОР нриметь положене 7»Т; наконецъ, 
ярямая МЕ станеть приближаться къ иЪкоторой длин 
ИТ, которая должиа лежать на касательной къ лини ЛВ въ 
точь М, тавъ какь направлеше ЛЮЕ при совпадеви то- 
чекь № и М’ сь М падаеть из касатедьную въ Л въ 
лиши 108’, а послфдняя всфми своими точками совиадаеть 
<5 МВ. Такъ кзкъ СШ равна и параллельна ЛЬЁ при вея- 
хомъ т, слдовательно, и предфлы этихъ лин, г, е., пря- 
мыя Ри МТ, — также равны и параллельны между собою. 
Изь этого слфдуеть; 1) что четыреугольниюь МТ, ТТ, — есть 
параллелограмить, 2) что скорость г) = МТ въ движения 
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точки М по траектоми МА опредфлится, если изъ ковца 
скорости У проведень ТТ, параллельно касательной МТ 
къ лини МБ до ветрфчи съ касательной хь МА въ точ 
М. — На освоваши же послфдняго заключеня оказывается, 
что прямая МТ,, изображающая прельль прямой № есть 
скорость Ф: вЪ движени точки по лини МБ, так каБъ она 
опредфляется тавимь же построешемъ, вакъ и ЛЕТ. 

И тавъ, скорость Т изображена матопалью МТ нарал- 
лелотрамма, построеннаго на сторонахь МТ, и МТ» изо- 
бражающихь скорости 1 и ть составляющихь движенй, откуда 
я сл$дуеть предложенвая теорема. 

39. Скорость Г замыкаеть лоаную ливю МАТ, с! 
ставлеиную изъ скорости 2: и прамой 1: Т, равной и иа- 
ралхельной скорости гу поэтому проекщя Г яа всякой оси - 
равна сумы проекций г, п г, на той же оси, т. е,, 


У 203 (7 = а е08 1 В - № с03 ( )- 


Мо вримфру Резаля и Сомова мы будемъ называть аеоме- 
трическою суммою нЪсколькихь прямыхь лин в, м, м... 
такую прямую 5, проекдя которой на веявой осп разна 
сумыф проекщй на той же оси прамыхь: и, и, ®",.., и 
удержимь для обозначеня этой сумин принятое ими знако- 
холожене: 


ини +... 
На этомь основав скорость У будеть геометрическая сумма 


скоростей т, и т, и выразится сокращенно таквмъ равен- 
ствомъ: 


й 


—» - в. 


Прямую ТТ = +„, которую должно геометрически при- 
бавить къ пряной МТ, — =, для того чтобы получить сумму 
МТ — Г, назовемъ звометрической разностью пряныхь Г 
и г, такъ кажь ея проекщя на какой бы то ви было оси 
равна разности проекий пряныхь Гиз на той же оби, 
Эту разность снмволически обозначають равенством: 


ТР— и. 
Наконедь, двф параллельныя нрямыя одинаковой длины 
называють зедметрически равными или еометрически проти- 


р 


Е 
воположными, смотря но тому, будутъ-ли он направлены въ 
одну и туже или вх развыя стороны, т. е., будуть-ли ихъ 
проекщи ма произвольной оеи имЪть одинавовые или про- 
хивные знаки. 

Эти теометричесыя обозначеяя, позволяя судить одно- 
временно объ измёненшт какъ длины, такъ и направленя 
прямыхь линШ, въ то же время дають возможность изложить 
мвогя теоремы мехавики въ наиболфе желалельномь сжа- 
томх вид». 

33. Теорема, доказанная въ 7’ 31, даеть возможность 
опредвлять теометрически и аналитически скорость, каково- 
бы ни было чиело движешй составляющихь, одновременно 
сообщенныхь н%которой точвЪ. 

Положимь сначала, ч10 точв® 4 (табл. Г, черт. 18), 
сообщены только даа движеня со скоростями и и 2» на- 
иравленными по прямымъ, пересфкающимся подь каким 
нибудь угломъ. Чтобы построить сложную скорость Т, мы 
на основан доказанной теоремы проводимь чрезъ точку 4 
двВ прямыя лини по направлению двухь дачныхь скоростей 
и откладываемь на первой линш длину АВ численно рав- 
лую скорости чи, а на другой длину 40 — т..` Длатональ АР 
параллелограмма АБР, построеннаго на прямыхь АБ и 
АС, и представить намъ искомую скорость 7. Для построе- 
вя скорости 7 даже нёть надобности строить параллело- 
траммь АВЛО; достаточно взять на направлени скорости 
длину АВ =, (табл, Ъь черт. 19), затЪыъ чрезь точку В 
провести прямую параллельную направлению скорости #2 и 
отложить на ней длину ВО =; прямая АЛ, замывающая 
трезгольникь АВЛ и представить сложную екороеть Г, 

Изложениое построеше, остазаясь сираведливыхь, подъ 
какнмь бы угломъ ни пересфкалиеь въ точкВ 4 двЁ прямых, 
предстазляюнуя нанравлене скоростей: и +„, лолжио тав- 
же пыфть ыЪсто, когда этоть уголь равень 0° ваи 180°, 
т. е., когда скорости г, и 1, направлены по одной прямой 
линш. Прилагая это построеше въ тому случаю, когдь 
Д ВАС = 0°, мы безъ затрудненя обнаружимь, что елож- 
кая скорость 7 будеть направлена по той же прямой лин, 
какъ и данныя скорости ®: и ^, въ одпу еъ ними сторону, 
а величина ея опредфлится равенствомь 4) = АВ-- ВВ 
или Уве, Не, Если же Д ВАО = 180°, те, положавъ 
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сначала %, >> 0, найдемь, что АР = АБ — ВР, т. е., по 
величин У-= — 9, & ваправлене ея совпадаеть съ ка- 
правлешемь ©. Принивъ же г, > ®, получимъ, что АР = 
ВР- АВ, ив У=1,- в, вриченъ Г будетъ направлено 
въ ту же сторону, ка и 5. Олфдовательно: 

Скорость сложная изь двух данныхв скоростей, одно- 
временно сообщенныхь одной точить и направленныть 20 одной 
прямой вз одну сторону равна ижь суммы и направаена по 
ой ке прямой и вв ту же сторону. 

Скорость сложная из дуть данныть скоростей, наярав- 
яенныхе по одной прямой в; ризныя стороны, равна ихз раз- 
ности % направлена вз сторону большей изь низ. 

34. Построейе параллелограмма на двухь составляю- 
щихь скоростяхь р5шаеть геометрически вопрось © сложе- 
и этихь скоростей. Но если данвыя величины какой-либо 
задачи, относятейся въ сложено двухъ скоростей, предло- 
жены въ ‘числахь, то задача доажиз быть рёшена посред- 
ствомъ вычисленй. Чтобы составать необходвмыя для этой 
цёли фориулы, замЪтнмть, что веБ вопросы относящеея къ 
сложеню двухь скоростей, приводятся къ рёшеншю тре- 
угольнияя, тавъ какъ сложная скорость У и ея двф состав- 
зающуя 4; и ©: выражаютея тремя сторопами треугольника 
-АВЬ (табл. Т, черт. 20), два угла которахо составлены 
направлешемъ сложной скорости съ направленями каждой изъ 
составляющихь скоростей, а трешй уголъ есть дополнитель- 
зый до 180° къ углу между направленами этихъ состав- 
лающехь, Поэтому еели три халля-нибудь изъ шести вели- 
чинъ—(трехр скоростей и трехь угловъ между ними) будуть 
заданы, то три оетальный можно будеть опредфтить рёшая 
треугольвикь АВР, при чемъ въ число данныхь величинъ 
должна входить, по крайней мфр%, одна сторона треуголь- 
ника, т. е., одна изъ трехъ скоростей. Опредвяниь на самомъ 
дфлф величину и каправлеве сложной скорости ТУ, предпо- 
лагая изьфетвыми, какъ величины составляющихь 9, и 2, 


тавъ и ихз направлене (слфдоватезьно и уголъ между ними), 
Изь & АВР выводим 


ТЕ о — 0: Оз АВР 
7: 9% АРВ = и: Эм ВАР = У; 5т АВР. 


Означая зрезь (52) уголь ВАС между данными скоро- 
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стамя 9; и 9», чрезь (ТУ, т) и (У, ®) улы ВАР и ОАР, 
образуемые изправлешемъ сложной скорости У съ каждой 
изъ составаяющихь, мы будемь имёть: / АВР = 180° — 
(1, ©), ( АРВ = 1 САР -= (У, в,). Поэтому предыдущя 
формулы приведутея #ъ слблующему зилу: 


Та р + Зо 008 (в)........ (Г) 
.. (п) 


ИИ: ПИ м 
т (Ув) бт (Тв) бт, 


Равенетво (1.) опредфляеть велячияу искомой скорости 7. 
Равенотва (П.) показызають, что каждая изъ скоростей я, 
Т пропоршональна синусу угле, составленнаго направлея!- 
ями двухъ другихъ; изъ этихъ равенствъ иаходимъ: 


бт (У, 6.) == 12 8 (0, 15); 9 (У, 6.) == 5}. 9 (ит), 


отвуда мы можемъ опредфлить углы (№) зи (У, №), чыъ я 
опредёлитсл направлеве сложной скорости ТГ, такъ нак 
направлене прямой зищи на плоскости вполн опредфляется 
двумя углами, еоставляемыми этою прямою съ двума непо- 
девжными прамыми, проведенными въ той же плоскости. 
Замбтимъ, что углы (ТУ, 1) и (Т, +), одновременко тупыми 
быть не могуть, тавъ вакъ вифстВ взятые они соетавляють 
уголь (а, 2), а потому менышй изъ нихъ, непремино бухёть 
острый. НапримВръ, если о, > в», то (У, #1} < (Т, в), слф- 
довательно уголь (7, #.) будеть острый и мы его опредф- 
лимъ безь двойственности, по первой изъ двухъ предыду- 
щихъ формуль. Вычтя райденный такимъ образомъ уголь 
(У, в} изъ. угза (9, №) мы опредфлимъ и другой искомый 
угоя (7, =). 


Формула (1.) приводить хъ сабдующимь завдюченямь: 


1) Если составляющя скорости ®, и 1%: направаены но 
одной прямой въ одну и ту ше сторону, то уголь (ьл:) == 0°, 
и формула даеть: 


ТР и в - За, = (©, вы}, откуда У == и + 9. 
2) Если скорость +; их, направлены по одной прямой, 


но въ противоположных стороны, то (ет, 0;) = 180° и полу- 
чаехся: 


8 _ 
У Не — 2, = (& — в) овуа РУ=и в, 
пили Уж фи, 


Обь эти результата сотааены съ результатами, найден- 
ными ‘выше, 

$) ели составляюпйя 9: и 1: взаимно перпендику- 
дярны, то (10:) = 90°, поэтому 68 (аз, ив) == 0, 54 (и) = 1, 
8 (У, 2.) = 0 (Ул). Параллелотрамиь АВСЛ) обратится 
зь прямоутольникь и формулы (Т) и (П} приведутея къ сл5- 
хующимь, болбе простымъ: 


деи 
Е 


Я; 8% (ТР, в) = 063 (Ту) *; слфдов. 
т, 


9 (Ур) = = 


Й 
С 


| 


8 (Р, 


4) Если данвыя скорости и; я +. равны между собою, 
то парвлелограмиь АВСЛ обращаелся въ ромбъ ип сложная 
скорость Г, какъ  магональ ромба, дВлить пополамъ уголь 
(в, 3); тавъ что (У; а:) = (7; в}} = # (@, #4). Формула ве 
{{) приводится къ боле простому виду 


ТТ? — 2: [1 + С (а, +.)] = 9', 2 009 1 (в, в) == 
ЧР в? (>, в) 
откуда 
7 = 9: (031 (6, +5). 


35. Часто бываеть необходимо разложить данную еко- 
роеть У на дьБ составляющя ча и 2 по даНнымЪ направ- 
лешямъ, Для рёшеня этой задачи необходимо, чтобы три 
прлныя, по которымъ направлены скорости У, %, # лежахи 
бы въ одной плоскости. Положнмт, что это услое выпол- 
неко и что У = АР (табл. Г черт.. 81) прёдотавляеть 
сложную скороеть, заданную по величии и по направлено. 
Чтобы получить двб составляющя скорости 9; к > такъ, 
чтобы онф были направлены по даннымь прямымь АР н 
АК, проведемъ изъ Точки Р прямыя ОБ и БС параллель- 
выл примымь АК н АГ; при этомъ составится параллело- 
грамыъ, котораго сторонж АВ и АС предетазять по зели- 


Чин и по направяешю искомыя состаеляющия скорости 
я иг. 
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Для опредёленя этихь составляющихь вычисдешень 
могуть опять елужить формулы (И), которыя для раземат- 
рираемато случая даютъ 
в (Уи) 

Э% (5 


У 


36. Ноложимьв теперь, что точк8 А (табл, Г черт. 98) 
сообщелы одновременно три хвужешя со екоростами ч: == 
АВ, 9; = 40, в, = АЛ, направленными по прямымь Ах, 
Ау, Аа, не лежащимъ въ одной плоскости, т. е. по тремъ 
ребрамь нЪкоторато трехграннаго угла, имфющахо вершину въ 
точнв 4. Чтобы построить скорость 7’ сложную изъ этихь трех 
скоростей, мы свладываемь сначала дв скорости, и 95; 
сложная изъ скорость предетавитея дагональю А парал- 
лелограмиа АВТО (п 81). Складывая затфиъ‘екорость АЕ 
еъ третьей скоростью и, мы получамь другой параллело- 
трахмъь АР@Р, уатональ воторахо 4 и предетавить неко- 
мую скорость Т, сложную изъ трехь ханныхь скоростей 
91, 6» 9. Жсан чрезъ точку (+ мы проведемъ три плоскости, 
паралаельныя соохвфтетвепнымь травлмъ даннаго трехран- 
наго угла, то получимь шеетигранникь, который есть парал- 
лелепияедь, потому что противоположныя его грани равны 
н параллельны и каждая грань инфеть форму паралхезо- 
грамма. Пряман А@, какъ соединяющая вершины двухъ 
противоположныхь углов его, есть датональ этого парал- 
лелениледа. ОлБдовательно: 

Сворость сложнан изь трежь данныть скороотей, одно- 
временно сообщенныхв одной точить и ноправленный по трем 
эрямымь, не лежеащимь в одной плоскости, выражается по 
величины и по направлейю дунональю параллелепииеда, то- 
строеннаю на этиль скоростлхь, какь на ребрать. Эта, тео- 
фема называется харбллелелииедомь скоростей. 

Ееди три данных скорости © 2», #, нзправлевы по 
прямымь взаимно перпендивулярнымь, т. е. по ребрамъ 
ирямаго трехграннато угла, то параллелешинедь, дагональ 
хоторато есть сложная скорость, будеть прямоугольный. Изъ 
А абЕ (18бз. Т ‚ фиг. 23) прямоугольнаго при точЕВ Е на- 
ходимь 7? = 46? = АР? ПОР = АР, но А АРБ, 
прямоугольный вь точь Т, дает ар = АВ: + ВЕ 
о - в. Слёдовательно, У? = ег в + в. Отеюка 


_—8_ 


для опредфлеши воличияы сложной скорости, въ завиеихо- 
сти оть трехь ел состазвляющихь, находимъ формулу: 


у Уфа ы. 


Чтобы опредблить маправлеще скоровти У, т, ©. н040- 
жене прямой, съ которою оно совиадаеть, и сторону, въ 
которую она направлена, должно зналь точку, &оторой сооб- 
щена скорость У, и углы, сопоставаяемые этою скоростью 
сь тремя прямоугольными осами въ проетранезев. Дёнетви- 
тельно допуетимъ, что намь извфетио повожене точки 4 
(тбл. ПЛ, фиг. 24) относительно трехъ прмоугозьныть осей 
Оз, Оу; Ол, т.е. координаты этой точки 2, у,# и, Нозожниъ, 
извфстны еще углы (7, 2) = а, (У, у) == В (7, 3) = Т, воегав- 
ляемые скоростью Т еъ осями координать. Проведемъ чрезъ, 
точку А три прямыя АХ’, АУ’, ДР, параллельный соот- 
вбтственно осниъ ОХ, ОУ, ОХ и направленные въ тБ же 
хтороны п, замфуимъ, что задавая уголь @, составляемый 
скоростью У съ бью 0х, мы можемъ представить себЁ 
бевчисленное мпожество прямыхь удовлетворяющихь этому 
заданию; общее мбето этимъ прямымь будеть поверхность 
прямаго хонуса, производянйя которого составляють съ 
эсью Аа’ данный утохь ©, Вадавь еще другой уголь 7 с0- 
отавляеный скоростью съ овью 04, мы подобнымъ же обра- 
зомъ можемъ представить себф поверхноеть другато прямаго 
конуса, вс ироизводяня которато составаяють съ осью А2’ 
этоть уголь. Въ пересфчени двухь конусовъ получался двЁ 
прямыя Ди, и Ан, изъ которыхь каждая составааеть с5 
челки Ор и Ог данный углы @ и 1. Задань наковеце, еще 
тренй уголь В составзяемый напразлешемь скорости Т съ 
<ъ осью ОУ, очевидно уже не останется никакого сожня, 
по БОтОрой изъ двухь прямыхь бы ‘и @Й”холжна быть на- 
правлена скорость Т. И тажъ задавая точку, которой с00б- 
зщена ифкоторая скорость, я угаы, соетавлаемые направле- 
зцемь этой скорости съ тремя прямоугольными осами, ножно 
кайтя золько одну прямую, удовлетворяющую вофыъ усло- 
эяыъ задачи. : 

Тажь вавъ прякыя 42, Ау, Аз, по воторымв направ- 
лены данных скорости 7, 9, т, взаимно перпендикулярны, 
то для опредбленя направленя сложной скоростя Г’ доета- 
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точно опредфлить углы, составляемые сложною скоростью еъ 
хаждою изь трехъ данныхь составхяющихь. Съ этою дёлью 
замфчаенз, что плоскости трехъ граней прямоугольнаго па- 
раллеленипеда, проходяпия чрезъ гочку @, суть выфст съ 
тфиъ плоскости, проэктирующя точку С на три оси Ах, Ау, 
Аз. оетону точки В, 0, Р получаеиыя въ пересфчени 
проэктирующихь плоскостей съ осями, суть проэкши точки 
на этихь осяхь, Сафдоватвльно, отрёзки АВ =, 
АС = з, АД == в, предетавляють проовщя прямой 46 
на тёхь же осяхъ. Отсюда можно заключить, что состав- 
яяюийя скорости У по трем прямоуюльнымь осямь равны 
соотеттственнымг проэкщямз этой скоростн на тттьгь же 
эиреть осяхв. 

На основани этого чаето называють проэащи скорости 
на трехъ взаимно-нерпендивулярныхь осяхъ — прямоуголь- 
ными боставяающими этой скорости по тёмъ же ‘осяит. 

Принявъ во внимане извфстную зависимость между проэк- 
цею ограниченной прямой на нфкоторой осн и самою при- 
мою, мы будемъ имть 


АВ = 460% (46, АВ), 46 = А@0оз (46, Аб), А = 
= АО (Аб, АТ) 
Яли 


21 == 7008 (ТР, 21); ®, = У (Т, #,); в 


70: (У, в). .(1) 


откуда и опредблимь искомые углы (7, #1), (ТР, *,), (7, в}: 
р 


а резе:” 
паейь 


був 


А 
таеы 


эти выражения для косинусовь, очевидно, вовиожны, такъ 
хакъ всБ три восинуса меньше единицы: каждый чиститель 
меныше знаменателя, 

Покажемъ теперь, что и обратно екорость 7’ == 46 можно 
веегда разложить на три составаяюнщия, паиравленныя по 
тремъ ребрамь Ах, Ду, Аз, трехграниато угла, имЪющаго 
зершину вЪ точЕВ 4 (табл. И, фиг. 25). Дли этого должно 
чрезь точну 67 провести три плосноети параллельных соотвёт- 

4 
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ствевнымъ гранямъ у42, 241, 2Ау давнаго угла; при этомъ 
образуется параллелепипедь, дагональ котораго есть А@ = У; 
три смежныхь ребра этого параляеленицеда АВ, 40, АЙ 
предетавять намь некомыя составляющуя скорости #1, 4, %. 

Вопросъ 0 разложени данной скорости 7 на три состав- 
заюшя будетъ неопредлепнымтъ, если три прямыл, по кото- 
рымъ должны быть направлены эти составяяюлия, лежать 
въ одной плоскости съ данною прямою У. Въ самомъ дёаЪ 
разложим»ь сворость 7 == А@ на три составляюия по тремъ 
прамымь Ах, Ау, Аз (фиг. 26), лежащимь въ одной изос- 
ъости съ прямою 48. 

Съ этою ивлью внутри угла 2Ау чрезь точку 4. прово- 
димъ прямую АЕ и разложимь сначала скорость 7 = 44 
на двф составляюния 9, = АВ и У = АЕ по направленямуь 
нрямызь Ах и АЕ, затфиь разложимъ скороеть ® = АР 
еще на дьЁ составляющия и, = АО’ в: = АР по неправлешю 
данвыхь прамыхь Ауи 42. Очевидно, что скорость сложная 
изъ трехъ скоростей т, = АВ, 4. == АС и в; = АД будеть дан- 
вал скорость /—= 4@, Изложенное ностроеще показывает, 
что предложенный вопросъ есть неопред®ленный — долускаю- 
ий безчиелениое множество рёшенй, такь жавъ чрезъ точку 
4 въ плоскости угла 2Ау можно провести безчиеленное 
множество прямыхь, подобвыхь АЕ и для каздой прямой 
получитея особеннах группа трехъ составалющихь скоростей, 
удовлетворяющяхь всфмъ усломамъ вопроса (въ чиелВ та- 
хихь прямыхь можно брель н лиши Дуп Аа, причежъ, раз- 
ложивъ скорость 7 на двь составляющя, направленных ло 
линямь Ду я 45, можно резсматриваль скорость 7 кавъ 
сложную изъ трехъ скоростей, изъ которыхь двЪ, направ- 
ленныя по лиямь Ах, Чу, равны двумъ полученныме со- 
ставлающихь, а третьл, направленнал по праной 44а, равна, 
пулю). 

Три прямоугольныя составаяющя ©, ®, ©, данной ено- 
рости Г выражаются тремя смежными ребрами прямоуголь- 
наго параллелолипеда и численныя ихъ значешя опред 
ляются формулами (Ш). 


37. Положимъ, навовець, что хочи® -4 (табл. 11, фиг. 27) 
сообщены одновременно нёекольно движен со скоростями: 


% = АВ, в, = АС, в = АЛ, в = АЕ... 


направленными по даннымъ прямымъ АВ, АС, АХ, АК,., 
Каково бы ни было число этихь скороётей, мы веегда по- 
строимь скорость У сложнаго движеня, прилагал постепенно 
поетроеше параллелограмма скоростей тавижь образомъ: 
строимъ сначала -нараллелограммь на прямыхь АВ и 40, 
детональ его АЕ = Т, представить скорость сложную изъ 
двухъ скоростей $, и 15; построныь затФиъ параллелограмиъ 
на прамыхь -4Ри АЛ и проведемь въ немъ датонель А@. 
мы получимъ скорость У, еложную изъ Уз и 9%, в сявдо- 
вательно сложную изъ трехь ханныхь скоростей 9, %,, т. 
Такимъ же образомъ построимъ, наконень, скорость У = АЙ, 
сложную изъ скоростей У, и и, т. е. сложную изв вехъ 
четырехь давныхь скоростей 9, 9, 9» ®,. Изложенное по- 
строеше, очевидно, можеть быть прижагаемо, каково бы ни 
было число. составляющихь скоростей 91, 9, 9, 4... - 
{при этомь вовсе не предполагается, что веб онё лежать въ 
одной плоекости:—направлене ихъ можеть быть какое угодно). 

Изъ чертежа  построевя видно, что окончательная слож- 
ная скорость У == АН составляеть сонвнутый иногоуголь- 
никь АВРОН съ лимямя: АВ равной скорости и, ВЕ — 
разной и параллельной скорости в, ЕС’ - равной и парал- 
дельной скорости эх, и СН — равной и параллельной 9. 
Поэтому если ве составяяюнИя скорости мы расположимъ 
такимъ образомъ (табл. П, фиг. 88), чтобы конець одной 
изъ нихь служизъ началомъ другой, причемъ направлене 
скоростей нензифнимь, то сложная скорость будеть соетав- 
ЛЯТЬ СЪ НИМИ соменутый многоугольникъ и имть начало въ 
начал первой, а конець въ концф послёдней изъ состав- 
ляющихь. Тавимъ образомь получаемъ слбфдующее правило 
дан сложен какого бы ни было числа скоростей принадхе- 
жащихь одной точв%. 

Чтобы построить скорость сложную из сколькить бы 
ни было скоростей и, па, 6, .. . сообщенныхе одновременно 
одной точить, должно провести чрезь крайнюю точку прямой, 
изображающей скорость 9, друню прямую ‘равную и парал- 
дельную скорость и; чрезь крайнюю точку второй првмой 
должно провести третью прямую, равную и параллельную 
скорость 53; чрез крайнюю точку этой новой прямой про- 
вести четвертую прямую равную и параваельную скорость 
44 и т, 9. Соединив затпьмз данную точиу сз крайнею точ- 

* 
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кою послидней проведенной прямой, мы и получимь искомую 
скорость, сложную изв встьха данныхь скоростей. В слуинь 
деухь или трезь составляющихь скоростей найденная слож- 
ная скорость приводится кз Флонали парвалелорамма или 
параллелепимеда; въ общемь случать (т. е. в5 случаь проиа- 
вольно числа составяяющихь) она образуеть замыкающую 
сторону нноюуюльныка, друйя стороны которело чеометри- 
чески равны всльмь диннымь скоростямь. 

Эта теорема называется мноюуюлиникомь скоростей. 

Ивложенное правило будеть имёть мфето и въ томъ 
случаВ, когда всВ скорости, сообщенвыя точ А, направ- 
лены по одной прямой лин въ ту или другую сторону, 
потому что оно должно оставаться справедливымъ подъ ка- 
хини бы угламн ни пересфкалиеь въ точк$ А прямыя, выра- 
жающя направлетя этихъ скоростей. 

Положимь точкЖ А сообщены: 1) скорости ©ь %, ,... 
налравленныя по одной пряхой въ одну и ту же сторону, 
и 2) скорости 9), 9", #",.... ваправленныя по той же 
прамой, но въ противоположную сторону. 

Прилагая вышеизложенное правило, мы обларужлмъ, что 
скорость еложная изъ вофхъ этихь скоростей будегь равна 


ифыфь-... еее... 
я направлена по той же прямой въ сторону скороетей 9, 
в, 9, .. . Или будеть равна 

ии... ще фь+..) 
и направлена въ сторону екоростей 9, 9’, 9"... ., смотря 


потому, будеть ди имфть мфето то иди другое изъ нерз- 
венствь 


ифофаф.. >е-ее +... 


или 


ие" +... зафь+фь+... 


Еели мы условимея принимель нзправлеше скоростей 
одной изъ двухь грулиъ (в, 2, №, ....) наи (6, 4", 
1", ....) ва положительное, то направлене скороетей 
другой грушиы должно принять за отрицательное, и потому 
5аждое изъ найденныхь нами выражен сложной скоростя 
можно разсматривать какъ сумму положительныхь и отри- 
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цательныхь зленовь, Поэтому лослёдиее правизо можно фор- 
мулировать такъ: скорость сложная изз ньсколькихь скоро- 
стей, сообщенныхь одновременно одной точкь, и направлен“ 
ныль 10 ‘одной прямой вх ту или друшую сторону, равна 
впобреической сумм скоростей составаяющихь, 

38. Чтобы составить формулы, по которымь можно ана- 
литически опредёлять величину и направлеше сложной ско- 
рости, если извфетны величина и направлее составяяющихь 
скоростей, мы вывехенъ сначала одно интересное соотношеще 
между сложной скоростью и ея составляющими. Съ этою 
цёлью мы продктируемъ соетавлаюния скорости АВ = 9, 
40 = в, АР = в, АЕ = в нё нёкоторую плоекость П 
(ласть И, фиг. 29). Полученная проэвщя а, ас, @4, ве, въ 
свою очередь выразять скорости, которыя нифеть точка & 
и вогорыя расположены въ плоскости Ц (2 29). Призвгая 
теорему предъидущаго я‘, мы построимь скорость АН = И 
сложную изъ данныхь скоростей, 0», 0, 9, и скорость 
ай вложную изъ скоростей аб, ас, а4, ие; причемь стороны 
многоугольника ай будуть очевидно проэещями сторонъ 
многоугольника 4ВЕРСН. Подобнымь же образомъ, проэк- 
тируя данныя скорости на нфкоторую ось { (листь 1, фиг. 30) 
и замфчан, что эти проэкщи суть новыя скорости, принзд- 
лежащия точкВ @ и’ направленных по прямой { въ ту или 
другую сторону, мы можемъ также построить скорость ©10ж- 
ную изъ этихь новыхь скоростей иа основати правила дан- 
нато въ предъидущемт и для сложешя скоростей, направлен- 
ныхь по одной прямой лини; у наеъ на чертеж этё слож- 
ная скорость изображается очевидно отрёзкомь ай оеи 1. 
Замтя, что еъ другой стороны прямая а въ обоихь елу- 
чаяхъ представяяеть проэкцию прямой АН, т. е. проэкю 
сложной скорости 7 на плоскости И или ив оси [, мы мо- 
мы можемь высказать сл6дующую теорему, извфетную подъ 
пазвашемъ теоремы проекций 

Проемия скорости сложной изь скольких бы ни было 
данныхь скоростей, одновременно сообщенныхь одной точкть, 
ма нткоторой плоскости или нъкоторой оси, равна скорости 
сложной изъ нроекщёй встлз составляющихь скоростей на 
той же плоскости или оси. 

Для лроэкщй на оси { сложной скорости У будемъ нить 


ай = АН (в (АН, | = У Св (у, 9 


& дзя проокнй соетавляющихт: 
а = и 008 (в, 1}; М = № (аз (в, 0, № = в (68 (в, 9, 
98 = 1% 008 @, 0. 
ТРазематривая же а, 5/, 9%, р. какъ новыя скорости, 


направленныя вдоль оси }, сложная скорость ав должна быть 


равна ихъ алгебраичеекой суммЪ, и получаемь слфлующее 
разелство 


У 6% (0, ) = 008 (0 - 1 0 (и, 0-Е ть 008 (в, 9 + 


Е + Сьв (в, 1. 
Которое, очевядио, будеть нмфть мфето, каково бы ии 
было число данныхь скоростей т, т, 3... .. ТакЪ 


вакъ присоодиневе новых» скороетей къ прежнимъ четиремъ. 
нисколько не измёнить хода нашихь разсужденй. Поэтому 
мы можемъ написать, вообще 


У Сев (в, 1) = ча 08 (в; + % бв (0 +..,. 
+ ь 08 („0.... (У) 


и заключить, что ироекийя на нъкоторой оси скорости слож- 
04 ца5 сколькить бы ни было скоростей, равна алебраической 
сумм проек й составляющить скоростей на той же оси. 

Проевдио скорости на данномъ направлени часто назы- 
заютъ скоростью, отнесенною кз этому направленю иди взя- 
1ою на этомь направлещи. Принивф это назваше, пред»- 
идущее равенство можно выразить такими словами; скорость, 
сложная изь нисколькить скоростей, взятая на нъкоторомь 
направлени, равна сумм ея составляющихь, озятыть на 
томь оке направлени. 

На оснояаныг’ сказаинаго въ #® 39 формула (ТУ) можеть 
быть замфнена символическимъ равенствохъ. 


РЕ ь+.... 
т. в. что скорость слоокнию движеня есть зеометрическая 
сумма скоростей. составляющить движенй, вакозо бы ни было 
число посльднихь. 

Мы будемь пользоватьея @ще слфдующимь внаконоло- 
жешщежь: для обозначеня суммы нЪекольнихь членовь оди- 
наковаго вида, вмЪсто тото, чтобы записывать всЁ члены и 
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ставить между ними знакъ --, мы будемь писать одинъ 
обвий членъ этой суммы п ставить’ предъ нимъ знакъ У, 


Пра такомъ. обозначен н вторая часть равенства (ТУ) мо- 
+=» 


жеть быть сокращенно изображена такъ Х в; (03 (и, |), тд 
= 


ниж й значекъ $ == 1 соотвфтетвуеть значку перваго члена 
суммы, а верхн! значек $ —= п соотвфтетвуеть значку послё- 
двяго члена ея, Эти злачвв мы ставимь для того, чтобы 
показать, что разсматризаемая сумма должиа быть распростра- 
нена на всф цфлыя и положительныя значешя $ оть 1 ой 
включительно. И тавъ равенство (ТУ) сокращенно можеть 
быть представлено въ такомъ вид. 


Ибн) = Хо би, 


Этимъ равенствомъ ны н воспользуемея для составленя 
формудь, по которымъь можно зналитически опредфлять 
сложную скорость, какъ по величин, такъ и по направле- 
во. Положимъ, намъ извфетна величина каждой изъ соста- 
вляющихь скоростей г» 2» ©... Ф» и ихъ направаене, 
тов. уаы (2, 2), 4,9), @ы 2... 62), бы) 6.8) 
составаяемые каждою изъ итихъ скоростей еъ тремя прямо- 
угольными осями Ох, Оу, Ог въ пространетв, и предло- 
жимъ себ% опредфлить величину скорости У, сложной изъ 
вовхь этихъ скоростей, и ея паправлене, т. е. углы '(Т, ), 
(У, у), (У, 2), составалемые ею съ тфыи же осями Ох, Оу, Оз. 
Иринязъ въ формузв (ТУ) за направлене оси проэкцй 1 
послЪдовательно направлене осей Ох, Оу, Ог получимъ: 


У 00з(У,2) ==, бов.) Не, бое... в» 008 (2) 
== 5" 2008 (в, 2). 


а 


У биз (Ту) = в бе), бое)... Не. С08(6,у) 
" 7,003 (е,9). 
=: 


Р Св (Т, 8) ==, Сов, 2) с, бе...» 08 (6..2) 


;° #. 098 (2, 2). 
1 


Вторыя части этихъ равенствь можемъ вычислить, тавъ 
какъ вс входяя въ кихь величины намъ извфетны по 
задано. Взявъ сумму квадратовъ этихъ выражен находимъ: 


уз = [Хе бо (ид -- [5, Соз (оу [5,008 (вв 
откуда получаемь 
у — Ибо бов -Н о, бов) [Хе бе, (У) 


и. тавъ какъ скорость У, еама по себЪ, есть величина по- 
ложительная, то передь знакомь корня недо. веегда удер- 
живаль знакъ --. 

Дзя опредфлешя направленя равнодЪйствующей будемь 
имфть таыя формулы: 


б( У) = Хи бз(и), баз (Руд уе 008) 


| 
В (90 
003 (7,2) = фр #00 (ии) } 
30 вторыхь частяхь которыхь Т должно замфвить его вы- 
ражешемь изъ формулы (У). Такь какь знаменатель У въ 
хавдой изъ формуаъ (УП) есть величина положительная, то 
углы (7,2), (У,у), (У,2) будуть острыми или тупыми, смотря 
по тому, будуть ли Х; 008 (в:2), Хы; 00з (вгу), Же; Сов (г, 8) 
положительныя иди отрицалельныя. 

39. Вопросъ о разложеш дапной скорости, которую 
имфеть нфкоторал точка, на яёсколько составляющих, число 
хоторыхъ больше трехъ, допускаеть безчисленяое множество 
рЬшенй. Въ самомъ дБаф, предложимъ себ разложить дан- 
ную скорость 2 == АВ (т. П черт. 31), сообщенную точк 
4, ва четыре составляющихь, направленныхь по давнымъ 
прямынь 47, Ау, 42, А&, которыя, для общности, предпо- 
затаемъ ве лежащими въ одной плоскости, Для этого черезъ 
точку 4 въ плоскости #4 проводимъ произвольную прамую 
4 и разложныъ сначала скорость г = АВ на три еоета- 
вляюния: #, = АС, с, = АР их = АЕ по направлено 
прамымъ 42, Ау, Ам; для этого дояжно поетроить нарая- 
лехепипедь АОВЕЛ, которато датональ есть АВ, & ребра 
направлены по тремъ прямымъ 4х, Ау, Ав; величина трехъ 
смежныхь реберь этого параллелепипеда и опредфлить намъ 
три искомыя составляющя. Построивъь затфмъ параллело- 
трамнь АСЕЕ въ плоскости #42, мы разложимъ еще ско- 
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роеть у — АЕ на двВ соетавляющя в = АЁи в: = А@ 
нзправленныя по линямь 45 и 4. Тавимъ образомъ мы и 
получимь четыре искомыя составляющя скорости 9, == АС, 
9, = АР, % = АК, в, = Аб направленкыя по четырем 
даннымъ прямынъ. Но такъ какь въ плоскости #42 чрезъ 
точку 4 можно провести безчисленное множество примыхь 
нодобныхь „Ан, то, повторивъ для каждой изъ вихь изло- 
женное построевше, мы получимь безчисленное множество 
сиетемъ, изъ которыхь каждая состоить изъ четырех ско- 
ростей, ныбющихь общую сложную скорость У = АБ. Слё- 
довательно вопроеъ о разложени данной скорости на н%- 
сколько составляющихь, число которыхъ больше трехъ, до- 
пуекаеть безчисленное множество рёшешй и потому есть 
вонросъ неопредфленный. 


$ 3. Уравненя движений точки, отнесеннаго къ прямелиней- 
нымъ и полярнымь ноординатамъ. Годографъ скорости. 


40. Положеше точки на плоскоети и въ пространств 
опредЪляетея, обыкновенно, ея координатами и движене 
точки задается составаяющими его движенями по воорди- 
натнымь осямь. Относя положен движущейся точён къ 
какой-либо систем координать, мы будемъ въ состоя 
опредфлить всф обстоятельства ея движешя, если будемъ 
звать, накъ измфияются ея координаты выфетв съ измфне- 
немъ времели. 

Раземотримь сначала движеше точки, остающейся зсегда 
въ одной плоскости и отнесежъ положене этой точви къ 
двумъ прямолинейнымь (прамоугольнымь) осяхъ 0х и Оу 
(табл. П, черт. 32), распозоженнымь въ той же нлоевости. 
Пусть для нфнотораго момента времени точка находятся въ 
лоложени М, и координаты ея суть х = Овы и у = Ом,. 
Когда точв придеть въ движене, то эти координаты будуть 
изыфнятьея съ течешемь времени {, такъ что д и у можно 
разематривать какъ нЪкоторыя функщя оть &, т. е. 


#=[ О, у=з® (7) 


Если бы намъ удалось канимъ нибудь образомъ опред$- 
лить фунвщи Г и $, то движеше точки былое бы впольв 
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опредфлено, такъ какъ по предъидущимь уравненаинь мы 
могли бы опредфлить ея координаты, (а слёдовательно и ея 
положене) во велый данный моменть зремени. Поэтому 
уравнен!я (7) называють чаето уравнееями движеншя. 

При движеши точки 14, ех проекщи #; п м. на осях 
координать будуть также иеремфщаться, и тавъ какъ пря 
перемъщени точки чи, инается только 2, а.при перем$- 
щешя точки и, мВннетен только у, то уравнеше х = { ® 
можно разсматриваль вакъ уравнеше прямолинейнато дви- 
женя точки т, по оси Ох, а уравнеше у == ® (@) — какъ 
уравнеше ипрамолинейнаго движеня точки т, по оси Оу. 
Совместное существоване этихъ двухъ движенй, вполи® 
опредёлающихь движене точки Л/, можно ясно представить 
себф слфдующимь образомь: можно принять, что точка 
инфеть движене по оси Ох, опредфляемое уравнешемъ 
# =ГО, и что въ то ше время сама ось Ох перемф- 
1цается, остакансь израллельною прежнему направленю, и 
это дхвяжеше опредВлялется уравнещемь у=о (0). 

Итажь: всякоз движене точки на ялосности можно раз- 
сматривалль, какз сложное из5 двуть прямолинейныхь двиие- 
зёй проекций этой точки но осямь координать. 

Исключивъ # изь уравнешй системы (7), получимъ урав- 
нене; 


9% =0, 


ЕОтОрому удовлетворяютъ координаты движущейся точки при 
всякомъ значеши $, слфдовательно, это уравнеще принадле- 
эеитз ея траэктори, 

Называя черезь г, и т, скорости въ движени точевъ 
т: нь, будемъ ямфть: ° 


ах 
н= = 2; в = 


Т% же самыл количества \ и ©» на основант теоремы, 
доказанной въ #° 92, выражають дроекци на координат 
ныхь осяхь скорости © въ движеня точки №; поэтому ско- 
роеть © можно разематривать какъ сложную изъ скоростей 
зи +. Предъидущя формулы показывають, что проек 
скорости на координатныхе осятз выражаются первыми нро- 
изводными хоординать по времени. 


Отзожимь на прямыхь МА и МВ соотвтетвенно па- 
раллельныхь осямь Ох и Оу длины МА = и и МВ == 
и ностроимъ парвлаелограмь АЕАМВ; даговаль израллело- 
трама ММ представить по величинв и го направлению ско- 
роеть *, причемъ прямая ЛМ долина совпадать съ каса- 
тельною къ тразктори въ точвЪ №. Называя через о, и 
1, проекщы скорости ® на осяхь Оз и Оу и принимая во 
зниман!е предъидущы равенства, находамъ 


9, = 063 (#, 2) = & Е Фу = 00 (к, у} 


% 9 (1,0) = в: = Е 


откуда получается елфдующее выражеяе дли скорости въ 
зависимости оть коордиватъ движущейся точкя: 


дет 
2 в (8) 


и 

Положнвь д = 2, =, мы можемъ разсматривать эти 
количества #’ и У, какъ координаты относительно осей Ох 
и Оу ифкоторой новой точкн Н (табл. П, черт. 33). Чтоби 
постронть эту точку, стоить только изъ начала координать 
провеети прямую ОН, равлую, параллельную и въ одну ето- 
рону направленную съ прямою МУ, выражающею по вели- 
чин% и направлению скорость х движущейся точки М въ 
нёфкоторое время 2. По мёрф того, какъ точка М будеть 
двигаться по своей траэкторш, принимая послфдовательно 
положення М, М, М",..., величина и нанравлеше скорости 
будеть изыфняться, а потому и пряная ОМ, оставаясь по- 
стоянно равною и парадлельною этой скорости, будеть также 
намфнять вавъ величину, тавъ и направлеше, принимая по- 
сдёдовательно положешая: ОН, ОН, ОН',... Другими сло- 
зами, вмфстё съ движешемь точки Л по ея траэвтори, 
точка И будеть также двигаться во нфкоторой другой тра-; 
эктормя НН'Н",.. Эту траэкторю НЫ’Н"... Ганильпонь 
назваль зодофифомь скорости. Видъ годографа даегь нагаад- 
ное понате объ изифнен и скорости. Если въ конц проме- 
утка времени # скорость была ® = ОН, а въ конц ё т 
скорость #’ == ОЙ’, то лныя НН! предетавить полное изыЪ- 
неше скорости въ промежутокь времени т по везичинЬ и 


—_® _ 

по направлению. Это изыбнеше скорости могло проиеходить 
зесьма разлачнымь образомъ; дута годографа между точками 
Ни ,, показываеть, по кавому, именио, закону совер- 
шался переходь оть скорости ОБ къ скорости ОН. ’. Каж- 
дЫЙ безконечно-малый элементъ дуги годографа предстевляеть 
измюнеще скорости по величинё и во направлению въ те- 
зен{и безвонечно-малаго промежутка времени 4. 

Если годотрафъ извфетенъ, 70 можно опредфлить скорость 
зъ данной точк® М слёдующимь образомъ: проведемь въ 
этоН точ касательную къ траэктори въ ту сторону, куда 
точка движется; потомъ, изь начале координать преведемь 
прамую ОН нараллельную этой касательной и направленную 
въ ту же сторову; замфтимь точку пересзченя праной ОЕ 
съ тодографонъ и, наконеце, отложимъ на касательной длину 
МУ равную ОН. Лияя МУ по величинВ и направленно 
представить искомую скорость, 

Аля примфра разсмотримъ опять движене сложное изъ 
равномфрнаго, параллельнаго оси Од (табл. 1, черт. 84), 
во скоростью а и равнонбрно-пережённаго, паралхельнато 
оси Оу, еъ усворешемь 2$. Въ этонъ движеши координаты 
выражаются слфдующими функщики времени: 


хаб у 


ы самое движеше есть криволинейное-параболичесвое (я? 30). 
(Подобное движене, какъ мы увидимъ ниже, имбло бы тёло, 
брошенное нахлоино къ горизонту, еслибы не было воздуха). 
Послёдыя уравнешя даютъ для проевщй скорости тавя вы- 
ражентя: 


4х . а % 
= =щу=жеЕ = 


Первое уравнеше д’= а, не содержащее времени & и 
есть уравнеще зодониифа. Такъ вакъ а есть величины по- 
стоянная, то уравнеше 2 а принадлежить прямой ливи . 
АВ, параллельной оси Оу и отстоящей оть этой ови на 
разетоями ОД == в. Опредёливь годографъ, мы можем 
опредфлить скорость ® движущейся точки въ нфкоторомъ ел 
положени 1. Для этого проводимь еначала въ точкВ ЛГ 
касатезьную ЛР къ параболв ОМС, потом изъ начала 
коордивать проводимъ прямую ОШ, параллельную этой каса- 
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тельной, до встрфча съ годографожь АВ, и наконець, на 
касательной откладызаемъ длину МУ равную ОН. Прамах 
МУ и предетаваяеть искомую скорость т. 

42. Отнесемъ теперь положеще точки къ полярной си- 
стемё воординать, Пусть О (табл. П, черт. 35} представ- 
тяеть полюсъ, 02 — полярную ось, расположенную въ той 
же плоскости, въ которой движется точка М. Пусть опять 
для нёкотораго момента времени точка находится въ поло- 
жени ЛГ и координаты ех суть р == ОМ и 9 = №02. При 
движени точки, эти координаты будуть измнятьея съ изи#- 
нешенъ времени Ё тавъ что: 


р = 2%); 8 = $0. 


Какъ только функц {и ф будуть извёетны, вопросъ о 
движенисточви можно считать рёшеннымь, потому что тогда 
для веякаго даннато значешн # мы будемъь въ состоя 
опредёлить соотвфтетвенныя значеня ри 8, которыя въ свою 
очередь опредвляють положене точки на плоскости. 

Предъидущя уравиеня показывають, что движене точки 
М можно разсматривать, кавъ еложное изъ двухъ дзяженй: 
можно представить себф, что точва № движется (скользятъ) 
по ращусу вевтору, уравнеще этого движенш есть р ={(), 
и въ тоже время самъ ращусь векторь р вращается около 
полюса 0, при чемъ уголь 9 измфняется выфетЁ съ време- 
немъ, и это поелфднее дьижене опредвляется уравнешемъ 
9 — $). Оложеше этих двухъ движенй дветь намъ истин- 
ное движенще точки ЛГ по тразктори ЛЕМ. 

Исключивъ & изь двухъ предъидущихь уравненй, полу- 
чимъ зависимость между координатами р и ® точки М, т.е. 
получинь уравнене ея траектории. 

Пусть въ безконечно-малый промежутокъ времени &# точка 
проходить безконечно-малую дугу траевторн 217; это пе- 
ремфщене можно разсматривать, кавъ сложное изъ перем - 
щены точки по ражусу ОМ, которое, очевидно, == 40, и 
изъ врыщательнаго переифщеня самаго рамуса ОМ около 
полюса О на безвонечно - малый уголь 49; это поелёдиее 
перенфщене будеть — МИР = р4@. Поэтому, называя чрезъ 
г, иг» скорости этихь двухь движенй, мы будемъ имфть 


ре , ао 
250 608 (е, 9) = ие бы (г Е, 


тлф (0, а) равенъ углу НОМ, состазаяемому рафусомъ век“ 
торомъ ОН годографа еъ радтусомъ векторомь р, и отечитн- 
вается оть 0° до 360° въ ту же сторону, кавъ и уголь 9. 

Въ разсматриваеный промежутокь времени 4 разуеъ 
зекторъ перемфщаетея на уюль 49, описавЪ при этомъ я4о- 
щадь сектора МОМ' = \ 0740; поэтому количество 
назызается у1000ю скоростью вращешя раджуса вектора, а 
у 2% — его секторальною скоростью. Утловую скорость 
обозначають бухвою ; если эта скорость остается ностолн“ 
ною во все время движевя, вращене радусв вектора около 
полюса называется” равномтрнымь; въ этомь случа уголь 9 
будеть изыфняться пропортонально времени. 

ДЬйствительную скорость © точки ЛЕ, какъ сложную изъ 
скоростей 1 и, мы построямъ, отложивъ на ‘ирямыхь Ла, 
-и М3 даны МА = ли МВ = ®; и построивъь нё нихъ 
параллелогранмь МАМВ. Скорость © выразится по величии 
и по направленю датональю ММ этого параляелограма. 
Аналитическя же величина и направлеше скорости ® опре- 
дёляются формулами 


а -- пав? 9 
о, он) 5 в) 


хоторыя вытекають изъ предъидущихь формуль. Такъ какъ 
направлеве скорости © совцадаеть съ направленемь хаеа- 
тельной МТ къ траектори точки М, то второе изъ равенствъ, 
{9) можеть служить также для опредфлен!я направленя этой 
касательной. 

48. Положимь теперь, что точка ЛИ движется вакъ ни- 
будь въ простраж `В, и отыесемь ел положене къ тремь 
прямолинейным Се девдикулярнымь координатнымь осям: 
От, Оу, О (табл. П, фиг. 36); пусть координаты точки Г 
для ифкотораго момента времени суть 2 = От, у == Ош, 
2 = Оть. При движенщи точкя № эти координаты будуть 
изибнаться ямфотВ съ временежь №, тавъ что, вообще, 


# = ВО; у = 50; г = #® (0) 


При этомъ проек ин, в», м» точки 2 на сеяхъ коор- 
динать будуть также двигаться по этимъ осямь, и также 
какъ прежде мы можемъ разематриваль х == Д(®} вакъ урав- 
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ненше прямолинейнаго движещя точки #10. `0ви ОХ; 
у = В® — какъ уравнене прямолинейнато двищён:я очки 
9: по оси ОУ, наконець 2 = ($) — какъ уравнеше прамо- 
линейнаго движешя точки т: по оси 02. 

Если функции р, р, В будуть извЪетны, №0 совыжетное 
существоваше отихь трехь уравненй вподиё ‘опредБляеть 
движеше точки Л/, такъ какъ, при помощи этихъ уравнен, 
можно опредфлить проекщи точки ЛГ на трехъ координат- 
ныхь осяхь (а слфдовательно и положеше самой точки въ 
пространств) в0 всяк! данный моменть времени. Поэтому 
три уравневя (10) называются и въ этомъ случав уравне- 
зиями движенмя точки М. 

Движен точки № кожно разежатривать еще кавъ слож- 
вое изъ трехъ движенй: можно положить, что точка М дви- 
жется по оси Ох и уравиеше этого движешя воть 2 == (0); 
въ то же время ось Ох перем щается въ плоскоеки Оу — 
оставаясь параллельною своему первоначальному направлено, 
и это движение опредляется уравнещемъ у -= (8; нажонець, 
сама плоскость 2Оу также пыфеть деклеше параллельное 
первоначальному нанравяенно нм опредфляемое уравнешемъ 
в = В(0. 

Итавъ, всякое двнжеще точки в5 пространствть можно 
‚разсматривить, как сложное изё треть прямолинейные дви- 
окей проекщёй этой точки по оспмз координать 

Исключивъ { изъ уравненЙ системы (10) комбинируя ихъ 
попарно, мы получимъ три уравнез!я: 


Е, у) = 0; Ех, ) = 0 Ей = 0; 


Кавдое изъ нихь опредфляеть проекцию траектори на 
одной изъ координатныхь плоскостей; а такъ кавь лв проек- 
цм на двухъ взаимно перпендикухярныхь плоскостяхь внолн® 
опредфляють положене лини въ пространств®, то. двухъ изъ 
этихь уравневйй вполнЁ достаточно для овредёленя` траек- 
тори; третье же уравнен всегда можеть быть выведено, 
хавъ схфдоте двухь другихь, (напрамфрь, посяфднее урев- 
нене легко получается взь первыхъ двухЪъ, иселючивъ изъ 
нихъ перемфнную 2). 

Положеше точки на траектори опредфляегся величиною 
дуги 5 = М, описанной хвижущеюся точкою М оть ивко- 
торой постоянной точни 4. Эта дуга можеть быть выражена, 
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жри помощи уравнев!й (10), нзкоторою фуввщею времени # 
хЬйствительно, 


43 — уй -- ай а. 
Но, изь уравнев (10) находимь 
а» = Ра; ау == Рав дг = Ри 
«сябдовательно, 
4 — ИР РИ 


: 


в= ГУШОР -ЕТАОР + Ра 
ъ 


откуда 


гдф Ь есть время начала движешя, т, е. когда движущаяся 
“точка совнадала съ 4, а Ё есть время, когда точка приняла 
нфкоторое положеше ЛГ, опредфляемое координатами 2, у, =. 

Должно замфтить, что уравнев!я движения не всегда пред- 
отавляются въ такой простой форыв (10) какъ мы ихъ ин- 
али. Самый общ видъ этихъь уравненй такой: 


Ф (ру 0=0; Ха ул = 0; Та узй=0. 


Для опредфлешя траевтори движущейся точки въ этомъ 
«случа должно исключить { изъ этихь трехь уравненй, велЁд- 
етые чего получимь два уравненйя; 


Ф, (т, у.) =0, Ф, (ва) =0, 


хоторымъ должны одновременно удовлетворять координаты 
„движущейся точки при веякомъ значени {; каждое изъ этихь 
уравненй принадлежить нЪкоторой поверхности, а оба выф- 
тв опредфляють пересчене этихь поверхностей, т, е, 
вфкоторую линию, которая и есть траектомя двужущейся 
точки. 

Если мы навовемъ опять черезь 2, в, ©, скорости въ 


движени точекь т, #ь, тз по осямъ координать, то полу- 
ЗимЪ: 


В и 


ТБ же количества 2, 9, *, выражають, на основаны 
‘теоремы ° 22, проекщи на. координатныхь осяхъ дЁИстви- 


тельной скороети ? въ движеши точки 46; поэтому скорость 
® мы можемъ разематривать, кань сложную изв скоростей: 
2, 2, 3 и завлючить, что проекиёв скорости ча трель. коор- 
Эинатныхь осяхф выражаются первыми производными соот- 
вптственныхе координать по времени. 

Обозначая чрезъ 9„ 0, г, — проевщи скорости © на 
осяхъ Ол, Оу, Ог, п пранимая во внимаше предъидушя 
равенства, находим: 


4х 
9: =50 608 ($, 2) = и ар» бу 25% 608 (6, У) = = 


6; = 0408 (, д=ь= ® (11) 


На оепованш этихь трехъ равенетвь можно составить 
-выражене дзя проекщи скорости % н& произвольной `оен 7. 
Въ самомъ дл: 


4 — 1 603 (5, 1) == 2 [608 (9, 2) сз @, 2) - соз (в, у) воз, у) -- 
608 (5, 2) с0з (1, 2), 
откуда 


® 08 (#, 1) & 608 (1, ) +5 2% 08 @, 9) +“ ЧЕ Е: 608 (1 2). 
ТЪ же три равенства (11), если мы ихь возвысимь въ 
хвадрать и сложимь, дають елёдующее выражене скорости 


% въ зависимости оть коордивать 2, у, 2: 
дааа 
в - 


Чтобы построить скорость #, должно отложить на пря- 
мыхь Ма, МЪ, М, проведенныхь черезь точку М парал- 
лельно координалнымь оеямь, отрфзки Д/о = 9, М = чь, 
Ме», и постропть на этихъ отрёзвахь паражлеленипедь; 
рлагональ этого параллелепипеда и представить но величинь 
я но направлеяю скорость ь точки ДЁ во время #. 


Производныя координать по времени 


г 4%. = 
у 


и въ этомь случаЪ можно разематривать накъ координаты 
точки № — конца скорости +, относительно осей Ма, М, 
5 
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Ме, ихя также вавъь координаты относительно овей Ох, Оу, 
02 точки Н, описывающей годографъ. 

44. Когда точва движется произвольно въ иространств®, ея 
положеше можно опредфлить, для каждаго момента, задавая: 

1) Разстояне ея ОМ == (табл. И, черт. 87) оть не- 
подвижной точки О. 

2) Уголь 9, составленный радрусомъ вевторомъ съ проев- 
щей его на неподвижную плоскость Оу. 

3} Уголь $, ооставляемый этой проевщею От рашуса 
вектора ©5 опредвленною примой Ох, взятою на той же 
плоскости. 

“Эти координаты г, 9 и ф будуть функциями времени & 
движене точки М будеть опредфлено, когда будеть извфетна 
зависимость между этими величинами и временемъ. 


Эта зависимость, выраженная равенствеми 
. г = 10; 9 = А®; э = В, 
будеть соетавлять уравненя движешя точки М. 


Движене точки ЛМ можно тогда разсматривать какъ 
сложное изъ трехъ движешй: 


1) Изь движешя точки М вдоль радуса вектора ОМ. 
причемь будеть мфняться и, & углы @ иф остаются поетоян- 
ными (свольжене по радиусу). 

2) Изъ вращемя радуса вектора ОМ около точки О 
въ нлоскостк МО, причень измЪняетея уголь 9, атио 
остаются постоянными (тоиуететь еп ай ае), 

3) Изь вращения плоскости МОЛ вокругъ оси Од, пер- 
пендикулирной къ плоскости 20у; при этомъ будеть изм#- 
няться только уголь ф, а гии @ останутся нензмфинымя 
(шопуешеш еп 1юпеНаае). 

Въ первомь движени, по прямой ОЛ, таЕф кокъ въ 
промежутовъ времени 4 радусь векторъ измфнитея ‘на вели- 
чину 4’, скорость будеть выражатьея такимъ равенствомъ: 


=“ 


и онв будеть направлена но радЁрсу зевтору. 


Во второмъ движени, когда точка М считается непод- 
вижною на рамусв векторЪ, въ то время, вакъ радусъ век- 
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торъ вращается около полюса О на уголь 49 въ течене 
времени 4#, скорость будеть 


и щ, 


н она будеть направлена зъ плоскоети МОД перпендику- 
зарно въ ОМ. 

Въ третьекъ движеши, когда точка М остается ненод- 
вижною въ плоскости ЛГО.Д, въ то время, какъ сама пло- 
скоеть вращается около Ог и въ промежутовь времени 
поворачивается на уголь 4%, путь, пройденный точкою ЛИ, 
Фудеть тотъ же, какъ и пройденный ея проекщею т, 3 этотъ 
послвды!й будеть дуга ращуей От = г С038 и потому еко- 
роеть въ этомъ третьемъ движени будеть 


% = 6080 % 


и направлее ея будеть перпендикулярно къ плоскости 
Мод. 

Скорость, сложная изь этихъ трехь взаимно перпенди- 
куларныхь скоростей, будеть скоростью точки М въ про- 
стразетвВ, и она будеть равна: 


_ 4 з [468 оу за 
7-0 
485. Есзи мы приыенъ Ох, 02 и перпендикулярную Еъ 

чимъ прямую Оу (черт. 37) за осп прамолинейныхь коор- 
динать, тогда зависимость между полярными и прамолиней- 
ными координатами будеть выражаться равенствами. 

д = г 005 0039, 

у = * 0559 85, 

в = 80. 
Изъ нахь мы получимь для проекций скорости на осяхь 
прямолинейныхь координать: 


4: а 4 с. 4; : 
2-Е 0090 бр — г г 80 Ср — г 050% бт 


29 = & 056 би — 2 № 80 Втр т 0080 Оф 


РОТ 
д 99° 6550. 
= я 8 иж, . 


[2 


_в 


. д 48 49 
Рашая эти уравнешя относительно -дг, Гар И 70030 д 


мы получимъ составляюния скороети на осяхъ полярныхь 
хоординать въ зависимости отъ проеншй скорости на осях® 
прямолинейныхь координать: 


4 = 4 (о Сор -- 2% 050 Это -- 9 9ие 


Е] 
: . а, 
у я — Е Сок 50 — 4. 89 Эт + г [9] 
: Ё. 
х 60 ео — я Вю + я: 05$. 


$4. Сповобъ Роберваля для проведешя касательныхъ, 


46. Мы пихдёди, что направлене скорости совпадаеть св 
направленемь касазпельной кз траектори, описываемой дви- 
эжущеюся точною. Если можно разложить эту скорость на 
нфсколько другихь, которыя легко опредфляются, то можно. 
также, на основан вышеизложенныхь премовъ, постронть 
и сзожную скорость, направлеше которой опредбхить въ 
то же время направлен!е касательной къ кривой, изображаю- 
щей траскторио. Отгюда вадно, что, разоматривая движеше 
точки, „Пронсходящее оть сложения н%еволькихь движет, 
можно найти способы для построешя касательныхь къ дан- 
нымъ кривымь. Способъ построешя касательныхь, оспован- 
ный ва изложенномь принцинф, предложен Робервалемь. 

Предложниь себЪ иостроить касительную кз элаинсу вг. 
данной точкь по этому способу. 

Пусть М (табл. П, фиг, 38) предетавляеть давную точку; 
Ри Р, — фокусы эллипса; а — больтая полуовь. Поло- 
жныъ, 410 нЪкоторая точка, двитаясь по эллинсу, приходить. 
ЕЪ положеше Л! въ концф промежутка времени # и пред- 
ставнуь, что скорость © точки ЛМ въ это времл разложена 
на двё соетавляющи 2; и ®, направленныя по радусамъ. 
зекторамь ИМ = ги ВМ == х,, такв 910 ® = <, х, = 


4 : 
— же. На основанйг извфотнаго свойства эллипей, имжемъ. 


т я = 2а; отсюда выводимь: 


4 а» 
9, др == — р, изн и 


Цосдфднее равенство обнаруживаеть, что, если одпу изъ 
этихъ своростей мы отложимъ ва продолжени‘ радуса век- 
тер РМ, другую должно отложить на рад1усф МЕ, по на- 
правлевно. оть АГ въ Е: ‘и длины лин Ма н М, пред- 
ставляющия эти екорости, должны быть равны между собою. 
Поэтому сложная скорость © выравитея датональю ММ 
вомба Мам, построеннаго на этихъ составляющихь; дЁго- 
наль же ромба, ММ, дфлить уголь Ма пополамъ. Чакъ 
хакъ направаене сложной скорости © должно совпадать съ 
направленемь искомой касательной, слфдовательно, искомая 
касательная М.Х должна дфлать вши уголь аМ Е, между 
радусами векторами па дв равныя части, — зБыъ и опре- 
дфляется сповобъ для построешя этой касательной, 

ПриакЪнимь слособъ Роберваля къ проведеню касатель- 
пой къ циклондь. Циклонда есть такая кривая, которую опи- 
Фываеть точка принодлежащая окружности круга, который 
катитоя безь скольжешя по иЪкоторой прямой АГ. Пусть 
АВС (табл, П, фиг. 89) будеть одна в®твь цивлоиды, Л — 
точка взатан на циклоид%, О — соотьбтетвенное ноложене 
центра производащаго круга, а Д точка касашя его съ пря- 
мой АР, Движеше точви М, принадлежащей катащенуся 
жругу, можно разсматривать какь состоящее изъ двухъ дви- 
жен — двяжешя по окружноёти круга, т. е. вращенёя около 
точки О, и перемфщен!я всего этого круга вдоль оси АХ. 
Такъ какь вругь катится безь екольжешя, то насколько 
точка № цередвинется по окружности, па такой же путь, 
параллельно АЛ, передвинетея центръ О и ‘зеЁ остазьныя 
точки круга. Поэтому дв составляющёя скорости точки 1 
+: = ММ и параллельная АЁ, и г: = МТ и перпендику- 
лирная къ радусу круга ОМ (она направлена по касатель- 
ной въ вругу) будуть между собою равны, параллелограмиь 
обратится въ ромбъ МТУМ и сложная скорость МУ, какъ 
магональ ромба, роздёлить уголь ТМ пополамъ. Значять 
дая проведевя касательной въ циклондВ надо раздфлить по- 
поламъ уголь ТММ между касательной къ производишему 
кругу и прямой, параллельной АХ, проведенными черезь 
точку М. Но эта касательная имфеть то свойство, что она 
проходить черезъ точку Е — верхнЙ вконець маметра РР 


— 10 _ 


перпендикулярнаго къ АХ. ЗВъ самомъ дфлЪ, назовемь 9 
утолъ МОД, тогда / ТММ имфетъ стороны воотвфтетвевно 
перпендивуларными со сторонами угла МОЛ, поэтому онъ 
или равень ему или составляеть дополиеше до 180°; въ 
нашемъ случаВ имфетф исто второе, значить /. ТММ = 
= 180° — 6, а ДУММ= \з Д ТММ = 1 (180 — 0) = 
= 3—9; углы ММО п МРА равны, ибо стороны ихъ 
параллельны, но уголь МР.А, образованный ‘касательной и 
хордой, разенъ полозинё угла при центр, опирающагося 


на ту же хорду, значить /. МБА = > & потому / ММР= 


9 
== -5`, значить: 
СУМО = ДРММ- 1 ММО = 90° 94% = 90 


поэтому концами своими этотъ уголь долженъ опираться на 
хонцы Меметра, но одна сторона ето уже проходить черезъ 
точку 0, конець даметра РЕ, значить хругая сторова МУ 
должна преходить черезь другой конець Р. Это свойетво 
даеть возможность, не имфя всего производящаго круга, & 
только центръ его О, провести касательную къ цивлондЬ: 
надо изъ О провести иряную ОР перпендикулярную нь 4Ё 
и отложить длину ОР равную радтусу производящаго вруга, 
иначе половинВ разстоля оть АГ точки В —— высшей 
точки цивлоиды. Соединяя полученную тавимъ образомъ 
точку Е съ М, и получимь касательную ЕЪ циклоидв въ 
точк8 М. Точву же О легко найти: изъ средины прямой 
ВЕ 1 4С провести прямую парахлельную АС — на ней 
всегда находится центрь производящаго круга; надо теперь 
найти на этой прямой такую точку 0, которал находилавь 
бы оть данной точки М на разстовям равномъ /з ВЕ, а 
для этого нужно только изь М радусомъ равнымь ! ВЕ 
описать дугу овружности и замфтить точку пересёченя ея 
©ъ сказанной прямой, параллельной АС. Замтимь, что пря- 
мзя МЛ будегь нормалью къ циклонль. 


ГЛАВА ИЕ 


Ускорен} е, 


$ 1. Ускореме въ прямолинейномь движении. 


47. Чтобы изучить прямолинейное перемфнное движене 
вообще, сначала раземотримь равномфрно перемфнное пря- 
молинейное движеше. 

Въ этомъ движеши усвореше, какъ мы уже знаемъ, есть 
постоянное количество на которее увеличивается скорость въ 
единицу времени. 

Въ течени безконечно малаго промежутка времени &, 
скорость Ф увеличивается на на{, и эту величину называють 
элементарнымъ ириращешемь скорости, сооть8тетвующимь 
этому безконечно малому времени. Раздфливь элементарное 
приращен!е еворости на 4 получимъ ускореше. А Тавъ какь 
въ этомъ движеши сокрость имъеть постоянное направлене-— 
направлеше движеня, то 510 же самое направлеше будеть 
и для элементарнаго прирашщены скорости и для ускорещя, 
которое есть приращее скорости въ единицу времени. 

48. Въ движении перемюнномг вообще двнжеше имфетъ 
постоянное направлеше, скорость также имфеть поетоянное 
паправлене — тоже что и движене. Приращене скорости 
для какого-нибудь промежутка времени будеть имфть то же 
направлеше. Но по величине скорость мфияется въ разные 
моменты не одинаково и потому приращеня скорости бу- 
дуть различны. Значить вообще ускорене не будеть поето- 
аннымь, тавъ кавъ движеше ие равнонфрно перемфнное, 
Но въ каждый данный моменть ускореше перемФннаго 
прямолинейнаго движешя импеть нпкоторую конечную и 
опредпленную величину, нотораз, еслибы осталась постоян- 
ной, обратила бы это перемънное движеще в равномпрно 
перемънное, 

Изь этого слёдуеть, что если обозначимь черезъ % уско- 
реше въ концф времени {, чрезь @о изыфнеше скорости въ 
течени @, то привимая въ безконечно малый элемеить вре- 
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мени @ движене за равномёрно перемфнное, мы получииъ 


@ = ий 
отвуда а 
|; 
% = в 
4 
309 = др, то 

__ 4% 

= 


И такъ въ движеня прямолинейномь перекённомь уско- 
реше въ какой-нибудь данный моменть выражзетси первою 
производною оть скорости по времени или же второю про- 
изводною пространства по времени. Назравлешеме этого 
ускоревя очевидно будеть направлене скорости т, е. та же 
прамая, на которой совершается двяжеше. 


Значить если уравнене движешя будеть 


8 =ГО 


то 
= =Г® 


& _ а 
ще =. 


Движене равномряо-перемфнное можно разсматривать, 
какъ частиый случай этого, теперь разематризаемаго, дви- 
женя, пранляЪ в ==/' " (В) = постоянной величин® == а, тогда 


ГО ле-ь иго = +, 


49. Посмотримъ теперь кавъ найти графически величину 
ускоренн въ прямолинейномь перенфиномь движени. Мы 
видбли (я° 17), какъ найти трафически величину ускорел 
въ случаВ равномфрно-перемВннаго движеня, когда лия 
скоростей есть прамая линн. 

, Пели движен!е не будетъ равномфрно перемфниымъ, то ли- 
ин, представляющая завонъ изынен скорости (кривая екоро- 
стей) ле будоть уже прямой лишей. Чтобы найти уекореше 
‘этого движеня въ какой-нибудь моменть, сдфлаемь поетро- 
евйе подобное тому, которое служить для опредёлевя с&о- 
рости въ кекомъ-нябудь ироизвольно-перенфнкомь движени 


(я° 12). Пусть АВ (табл. П, черт. #0) представляеть кря- 
вую скоростей, №—-одна изъ точевъ кривой, соотвётетвую- 
щая времени #. Проведень ММ, параллельную ОЁ и равную 
дяинё пиши изображающей единяжу времени, потомь №Д, 
параллельную Оз, до пересёченя въ точвВ В сь ваеатель- 
ною, проведенной къ АВ изъ точки М. Длина МВ и пред- 
ставить ускореще разсматриваемаго движения, 


`Примъчаще. Замфтимъ, что въ прямолинейномь перемфн- 
номъ движеши элементарное приращеше скорости въ 
промежутовь 4, есть безконечно малая скорость 4, 
которая будучи сложена со екоростью ©, которую дви- 
жущаяся точка имфеть по нстеченши времени #&, даеть 
скорость + -{- 4%, тою же направлешя, по истеченм 
времеви # -|- 4, — это есть скорость, сообщенная дви- 
зжущейся точкЪ въ безковечно малый промежутовъ вре- 
мени &. Ускорение есть отнощее этого элементарнаго 
приращеня скорости къ времени 4. Это примфчане 
будеть намъ полезно при переход къ понятно уско- 
решн въ криволинейномь двяжеш. 


50. Зампчеще. Численныя величины скорости и ускоре- 
яя зависять отв выбора единицы времени и единицы данны. 
Можно спросить себя, какъ бы изыфнились эти величины 
оть перемфны въ еднинцахь времени и длины. 

Обозначимъ черезъь $’ и м’ численных значевня скоро- 
сти и ускорешя дли момента &, когда ны примемъ за еди- 
ниду длины едиянцу въ ж# разъ, & за едпницу времени единицу 
въ в разь большую, чёмъ прожде. Пусть 8 и? будуть новыя 
числа, прехставляющия 5 и & считая ихъ оть прежняго назала, 
Мы будежь тогда ныть 


откуда 


и потому 


Зналить будеть 


4 _ 


и сл8довательно 
щие м 
тие ы 

И тввъ искомыя численныя значеншя даются формулами 


, о. 2? 


51. Задачи на законы прямолинейно движеная. 


ВеБ вопросы, которыя можно предложить себф при изу, 
чен прямолниейнаго движелзя, сводятся иъ слёдующему- 
Зная соотношеще между @вумя шиза количества $, 3, ©, и: 
набини остальныя, 

1) Даво 8 == Г. 


Отсюда получаем: 


"= “= =Г 6, 
и-ш- ГО. 
2} Дано г = Г 
Изъ равенства а 
.-@ 


получим: 


#8 = 9 =;@ф 
х еадовательно 


: 
=я + / го а. 
Сь другой стороны 


=. 


=щ = РО 


= 


3) Дано. в = 70) 
Изъ равенства № == & получаем: 


40 == иф == К). 
откуда 


$ 
э=ь+ / Ю#- РО. 


— 8 
Получивъ ©, мы буденъ вмфть 5 въ функши отв #, при 
помощи формулы: 
+ + 
= /й-—+ + ДЕ. 
; $ 


4) Дзво и = (8), 
знАЗиТЬ Е = #6). 
Умножить об части на 245, получимь 
Заз 4% =) @. 
Откуда, интегрируя: , 
(унии? [га = РО 
$ 


Но мы знаемт, что 
@8 
=“ 


или, такъ какъ © есть функщя оть 3, 


#=- 
откуда , 
8 
Е & 
= /® = — 
/=- / 1 
5) Дано 9 = Гб). 
Но ® _ ф, @ 


ит и РО. Г. 


Съ другой стороны изъ выражен я 


мы полузимъ 


и нотому 
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6) Дано и = ® 
Изь выражешя # = *, получвемъ 
4 = =. — & и потому 

Га 

О 
г - / К’ 

&- по формул 

48 = й 


будемъ имфть 
еае 


+ 5 
8=%- Дэв я + 1 7) 
$ 


5 


8 2. Криволинейное двянеще. 


52. Раземотрим»ь теперь произвольно перемнное движе- 
не. Въ такомъ движещи скорость мВняеть каждый моменть 
не только свою величину, но и направлене. 

Эленентарнымь прирацешеме скорости въ этомъ случа 
будеть безконечно малая скороеть @н, которую падо ело- 
вить ©0 скоростью 2, которую иыфеть точка въ моменть Ё, 
чтобы получить скороть # -- 4 въ моментъ & |4, имю- 
щую другое направлене, чЁмъ г. 

Полным ускорещем5 называють ускореше, производящее 
такое элементарное приращене екороети. Это будеть при- 
ращене, которое получила бы скорость въ единицу времени, 
если бы въ каждую безконечно малую часть, на которую 
можно раздфлить эту единицу времени, она пробртала 
элементарное приращене одинаковое и по величия», и по 
направлению съ тфиъ, которое ова дЪйствительно прюбрьла 
въ безконечно малый промежутовт, елфдуюний за момен- 
томъ #. 

Значить полное уекорене для какого-нибудь момента 
есть конечная величина, имфющая то же направлеше, какъ 
и элементарное приращене еворости въ этоть моменть. Оно 
будеть равно отношенно элементарнаго приращезня скорости 
@и къ промежутву времени 4. 


77. 


Пусть АВ (табл. И, черт. 41), предетавляеть траек- 
торию движущейся точки, М -— положен точка въ конц 
времени &, №’ положеше ея по прошестьм промежутка 
АДЬ слфдующаго 38 & и пусть МУ я ЛУ! представляють 
скорости у и $’ для двухь моментовь и { + А. Прове- 
демъ изъ М’ иряную М'У, равную и ивраллельную прямой 
МУ и, соединивь въ точки У; и У’, разложимъ ‘скорость 
МУ’ на МУ, и М, тдь МИ’ параллельна и равна 
УТ: тогда МУ, или Г.Р’, будеть представлять ту ско- 
рость, вогорея, будучи геометрически сложена еъ начальною. 
скоростью ©, даеть конечную скорость +, т. е. это будеть 
зеометрическое приращенще скорости въ промежутокь Аф ш 
ло ея величии? мы можемъ судить объ изизневи кавъ вели- 
чины, такъ и направлешя скорости точки М въ промежу- 
токъ вренени АЁ. Въ равном рно перемфиномъ движени, 
раздвлиеь приращене’ скорости на промежутокъ времени, 
мы получимъ ускорене; такъ и здЖеь, раздёливъ это прира- 
щеше скорости на промевучокь времени, мы полученное 
отношен@е мт, или т, называемь средиьмь ускорешемь. 
для этого промежутка времени и направлешемь его считаемъ 
направлене 2’, параллельное И.Р’. Предфль среднато. 
ускоренй, т, е. иредь, кз которому приближается отно- 
щене —вгопри уменьшены А 00 нуля, называется ускоре- 
зиемз перемюниио деижещя в5 момента аремени &. Называя 
это ускорене чрезь и, будеть иыёть: 


й 


_ Ах 
"= пре. [18 вн, 


По м6рЁ уменьшешя ДЕ до нуля точка Л’ приближается 
къ точкВ М и нрямая М'И” (неопредфленно продолженная)- 
к» изкоторому предфльному направлению, которое называется 
направлешемь ускорешя. 

53. Чтобы найти величину ускорешя и его направлене,. 
воспользуемся введеннымъ изми понятемъ о годограф% (я 44). 
Отнеся положеше точки № (табл. Ш, черт. 41} къ систем 
трехъ прямолинейныхь координатныхь осей Ох, Оу, Ог, 
проводимъ изъ начала координать прямую ОН, параллель- 
ную и равную скорости МУ точки 27. При движения точки 1 
положеше точки Я мфняется и она опнсываеть кривую, 


= 


78 


иозываемую годотрафу. Координаты точвя Н, назовемъ ихь 
4), У, 2, — будуть 

42, _% 4 

=" 

Пусть точка Н’ на тодографЬ соотвётствуеть точкф М’ 

на траектори; тогда ОН' равяа и параллельна МУ’ и 

потому хоряз тохографа НН’ равна и параллельна Р.У'. 

Ноотому при опредфлени ускорешя мы можемь ви\сто РР” 

браль НН’ и сказать, что ускорове по величик® своей равно 


предвау отношеня Ен, в по направлению параллельно пре- 
дЬльному положению продолженной хорды НН’, т. е., па- 
разлельно васательной, проведенной чрезь точку М къ тодо-° 
трафу, Но, разематривая точку Н, мы видямЪ, что она двн- 
зветен по годографу и потому предВль отношеня и пред- 
етазить скорость двищеши точки Н, & направлене каса- 
тельной будеть направлешемъь этой скорости. М тавъ уско- 
феме в двшженён точки М по вванчынь 4 по направлено 
фавно скорости в: двиэюени ‘точки Н по зодорафу. Поэтому 
и проэкщи ускорешя на координатных осяхь равны про- 
‚экщямь на ТВ же оби скорости точкн Й, которыя, важ 


4» 4 

извфетно, выражаются производными тр’ р-р ея воорди- 
натъ по времени; назовемь чрезь м„, и, и, проекциг уеко- 
зрешя в ва координатныя оси, и тогда будемъ имЪть, при- 


„нявЪ во внимане значеня 2, у, 2’, 


м, = #008 (из) = ар = На, ] 
чз ву = 100 
у = ив (иг) = | 


Откуда видимь, что ироекщён уенорешя на осягь прямо- 
Чинейныхе, прямоуюльныхв кооординать равны вторыме. иро- 
изводнымь соотаттетвенныхь координать по времени. 


Взавъ суниу квадратовъ этих проекшй, получимъ веля- 
‘чину ускореня 


и ++ 


_-19.. 
Есля хотимъ получить проекщи усворешя на вавой 
угодно оси |, то 


4 03 (и) = 
= #003 (и,2) 003 (1,2) Е и ов (и у) Оо у)-Н# Сов (и, 2) Со) = 


__ ат 


Е Ебоья + ИС) 5 еб). 


Замфтимь, что въ прямолинейнонъ движени вторая про- 
изводная представляеть ускорене этого движеня, значить 
Заз : : 
‘в будеть ускорене въ движенти, проевтированномъ на оси 

@ 42. : 

1-овъ, точно такь же Ее: ча — будуть усворешями въ 
движеняхь, проевтированныхь на осяхъ Уовъ.и 2овъ, но 
эти величины будуть, кавъ мы видфли, проекцями на тё 
же оси полнаго уевореншя. Значить ускорее вз проектиро- 
ванномь беижеши на ось равно проекщёи полназо ускореня 
на эту съ. 

Въ елучаЪ, когда движене совершается по плоской кри- 
вой, уравневя движешя будуть 


# = 7; у = В. 
Проевщи ети будуть 


Фа р; 5 = ® 


и возное ускорее будеть магональю параллелограма, по- 
строеннаго на двухь прамыхь, параллельныхь осямъ и рав- 
нНыхЬ соотЕвтетвенно этимъ двумъ воличествамъ. 


54. По сдфланному нами построешю, изъ котораго мы 
опредёляли ускорене, слФдуеть, что ускореше это находится 
85 плоскости соприкосновемя (рат овсшаеит) къ траекторш 
въ точкВ М. 

Поэтому можно разематризать полное ускоренше, кавъ 
коставаевное изъ двухъ другихь, которыя будуть его проек- 
циыи на двухь взаимно-периендикулнрныхь осяхь, лежа- 
щихъ въ этой плоекости, Обыкновекно беруть проекщи на 
касательную-и на радусь кривизны п ихъ назызають ка- 
ательнымз ускорещемь и нормольныме пли центростреми- 
эпельнымь ускорешемь. Найдемъ ихъ выражения. Пуеть лия 


_8_ 
АВ (Таба. Ш, черт. 49) предетавяяеть траекторию движе- 
нм точки, М ея положеше и МУ— скорость © въ моменть. 
1 М’ положеше и М”У" скороеть въ моменть = #-- А. 
Проведя изъ точки М прямую МУ», равную и израллель- 
ную М'У' и, соедннивъ точки Ри Т,, полузниь прямую ГУТ, 
представляющую теометрическое приращене скорости въ 

. ту, 
промежутокь Ду, а ускорешемь будеть предбль д; !. Опустамъ 
вз% точки У, перпендикулярь Р.Р на васательную МТ, и 
булемъ скорость ГУ, прюбрётениую тозкою в» промежуконь 
А, считаль сложною. изъ двухъ своростей: *) изъ Ри РУ,; и 
скажемъ, что въ промежутовь Д{ точка прюбрёла дз ско- 
ростя: УР по касательной и РУ, по главной нормали; раз- 
дёляя на Дё получимъ два средыя ускорешя, имзюця тё 
же направления, а переходя въ предфланъ, при АЁ= О 
получимь и семыя ускорешя, касательное и нормальное; 
такъ что, называя №; — касательное, а и, — нормальное 
уекорене, будемь имфть: 


м щих (7); м = щих (27) 


Назовемъ зрезь ® уголь емежноети, т. е., уголь УЛГУ,, 
составленныя двумя близкими касательными. Тогда, 


УР + бы 
ЕО а 


РУ, _ 6+4) Вто 
48 о 


Но въ предфлВ уголь ® есть безконечно малый и по- 
тому Св = |], а бю — в; но, какь уголь снежности, 
равенъ дифференщалу дуги 43 дьленному на раусъ вря- 
визны р и потому 


п = прод, (57) = пред. (1) = 


из пред. (7) пред. (=) 


2) Тавъ валъ зольую скорость р 353 можно считать сложною лет, 
даухь (1 инотихь) хругихь одоростей, который выфотв съ вею воставаи- 
ють заминутый трех иного-}тозьвияъ. 
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Итакъ касательное успорене равно первой производной 
скорости то времени чаи оторой производной пространства 
относительно времени, 

Нормальное ускорене равно квадрату скорости, дълен- 
ному на рабусь кривизны. Направлено оно по главной нор- 
мали въ ту сторону ея, гдё находится центръ кривизны, 
поэтому его называють центростремительнымъ. 

Дагональ прямоугольника, лоетроенното нё этихъ двухъ 
величинахь, представить полное уекорене 


нЕИЕЕ 


е 


Полученныя нами выражешя для норнальнаго и ка- 
сательнаго ускореый, можно вывести еще и чакь, Мы ви- 
дли, что проевщи ускоренйя на координахныя оси выража- 


Фо Фу @е. 
ютея чрезъ » ы цв; И мы, пользуяеь теоремами, что 


проекщя замыкающей разна сумм% проевщй составляющихь, 
будемъ проектировать ускорене на касательную. Замфчая, 


что косинусы угловь касательной съ координатвыми осями 
6 2 и 
будуть равны че, №, чо, мы получим 


Фо ар | бы а | 93 № 
и: = и 008 (и, 5) = ав. в На. в На 4. 


Но изъ равенетва 
а -{- ду? + а" = 48%, 
дифференцируя его, получим: 
45. Фе -- 4у. Фу + 42. 92 = а3,9%, 


и потому Е а 
ы Ы 


и 


Чтобы получить величину &, мы замфчаемь, что: 

ааа Газ | [42 __ | @в\а 
2 (ее (5, 
Но, если ® есть уголь смежности, то 


ое = (424) + (4) - 22)" — 3)? 
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и значить 
| а 8 


о — ак = 


4 
а ф = а и потому 


= 
= 

56. Можно получить проевщи усворешя ма нормаль и 
на касвтельную еще слёдующимь образом, 

Обозналимь а, В и 1 углы, составленныя съ координат- 
ными осныи касательною въ точ М въ траектори, и А, № 
и > углы съ тёми же осзми рамуев кривязны, ввятаго въ 
направлен отъ кривой къ дентру кривизны, тогда 


4 орз: 9 — обоз. 2 
4 = 7008; д’ == 00088; р = ФТ, 


и потому 
фи & Я база 
ав = ба -а. 


Но бо = ребе и потону 


46 _ абви & _ 1 № 


ра шп уи боя} ` 


Значить 

4 ЕО 

ав = бя + 09, 
и точно также 

41 _ Фу 

че = 08 Ру Совы 


@ё _ Фут 
аа 6 жУ биз. 


А язь этихь формуль сл6дуеть, что полное ускореше, про- 


: #2 42. 
екщами котораго будуть ль Е и а есть геометричесвал 


. :„. 
стыма двухь величинь, двухъ ускоренй: Еа направлениего 


2 
по касательной и потому называемаго касательнымъ, и > на- 


правленнаго по главной нормали въ дентру кривизны, по- 


тому и называемаго нормазьнымь или центростремитольнымь 
ускорещемъ, 


57. Выведенкыя нами зыраженл проек ускорешя 
обнаруживають намъ свойства ускорешя въ различныхь дви- 
жешяхъ. 

1) В& движещь примолинейномь мормальное ускореще 
фаено нулю, потому что радусъ кривизны безкопечно боль- 


мой. Нолное ускореше въ этомь случа приводится къ усзо- 


@ 418 
ренно касательному я ‘ат: Еакь мы уже видфли раньше, 


Обратно если мормальное ускореше равно нулю, то двн- 
экенйе будеть прамолинейнымь потому, что изъ равенства 


чз 
с = 0, тажъ как » не можеть всегда равняться нулю, ся5- 


дуеть, что р = 00, т. е., траекторя будеть прямая лены. 

2) Если двзюжене будетз криволинейное, но ‚равнонтуное, 
то касательное ускорене будеть == к н все ускореше при- 
водится къ нормальному ускоренно ". —.. Еели сверхъ того пред- 
положимъ, что траекторей будеть оружность, то и р будетъ 
ностояннымъ, значить и нормальное усворене постоянно. 
И тавъ 65 равномюрномь круювомз движени ускореще всезда 
направлено то нормали, т. е. къ центру и постоянно по 
велиаенть, 

$) Если движене будеть и равкомфрнымъ и прямоли- 
нейнымъ, то 00$ составяающя полнаго ускоревыя равны нулю, 
значить и само полное ускореше будеть нуль. 

Изъ этихь двухъ составляющихь нолнаго ускоревя ка- 
сательное ускореше производить измюнене величины ско- 
рости, а нормальное —измюнене намравлещя скорости, 

58. Теорема. Проекщя познаю усвореня двизеущейся 
точки на НЪкоторой плоскости или оси равно полному уско- 
ренйо 68 движени, проектированиомь на зпу же плоскость 
ли о6ь. 

Пусть (табл. Ш, черт. 43) кривая АВ представляет 
траекторлюо, а ЛГ ноложеше точки на траектори въ концё 
времени &, МИ-—скорость © точки въ моменть фи МУ’ 
равна п параллельна скорости © -- 40 въ моменть # -- 4. 
Тора УТ! представить элементарное приращене скорости, & 

а — ускореше, Отложихъ на праной УТ’ отрёзокь 7, раз- 


ый ускорению. Будемь тещерь зе это прооктировать ка 
зыбранвую нами плоскость, пусть №, №, И” и Г будуть 


проевщями точекь М, Г, 7’н 9. Какъ мы уже реныше до- 
* 
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казали [п° 22], МИ’, проекция МУ, будеть скоростью про- 
ектированнаго хвижешя для момента (, МИ” равна и парал- 
лельна скорости проевтироваянаго движещя для момента 
+ & я потому УИ” предетавить элементарное прираще- 
зе скорости въ промежутокь 4, а потому ускореше въ 
проектирояажномъ движен будетъ равно т, Но съ другой 


стороны, 


ть _ И Фу И 
уг = - рр”, отвудь Е, = РУ. р Ч 


значить ИЕ, по величин и ло направленно равио ускоре- 
зо проектированнаго движеня, и сама лия П/Р, ебль про- 
екщя ТУ, зналить проеБщя полнаго ускоревя точки въ ея 
движениг въ пространств равно полному уекоренцо въ про- 
ектированномь на плоскость движент. 

Для проекщи на ось можпо доказать также, или какъ 
слфдетме изъ доказаннаго дан координалныхь осей (п? 53). 


59. Примтьшище. Есла мы станемъ проектироваль на пло- 
екоеть прямоугольнякъ, сторонами котораго будуть ка- 
зательное и пормальное ускоретше, а матовалью полное 
ускореше, то проекшя будеть, вообще тоноря, парал- 
лелограмнь, матональ которато будеть полное ускоре- 
ве проектированнаго движены. Стороны этого парал- 
лелограмма представать дв составалющя этого уеко- 
решя; но эти составхяющЕе, не периендикулярных одна 
къ другой, будуть отличаться оть касательнаго и нор- 
мальнаго ускорея въ проевтированномь движент. 

Значатъ, вообще, ускореше касательшое и нормальное 
движеня, проектированнаго на плоскость, не будуть 
проекщями касательнаго и нормальнаго ускорешя двя- 
женя точки въ пространств». 


$ 3. Стрёлка движения. 


60. Еези мы на васательной къ траектории, проведеяной 
зерезь положеще М, занимаемое движущеюсн точкою эъ 
моменть времени $, отложимь въ сторону движешя длину 
МТ (табл, ТИ, черт. 44), равную произведено скорости # 


на безконечно-малый промежутокь вренели т, слдующ за 
, и соединимь затБыь точку ТГ еъ точкою №”, въ которую 
движущаяея точка приходить въ моменть # т, 10 эту 
прямую мы будемъ называть ступакою движешя. Точка Т 
предетазляеть то положене, вуда бы пришла движущаяся 
точка въ промежутокъ т, если бы она, начиная съ момента &, 
стала бы двигаться прямолинейно и равном рно ео скоростью 
4, а М — ед дЬйствительное положеше по прошестви того 
же промежутка времени т, таыъ зто ТМ’ предетавхяель 
укавнеще отъ прямаго пути, произведенное успорещемг и. 
Покажемъ теперь, что примал ТМ’ по величин равна 


а чт? а по направленю параллельна, ускорению, 
Назовемъ координаты точви ЛМ чрезь х, у, ‘2, коорхи- 
налы точкн М’ чрезь и, У, 8’ и координаты точки Т чрезъ 
2, У, а. Если чрезъ д, р, В назовемь функц, выражаю- 
ще зависимость координать 2, у, 2 оть времены, т. е., 


ВО, 9 =А®, ё=А0, 


Ра 


тогда, 


я = В@ + З, У= ВУ, = 5+9, 
пли, разлагая функщю < -- 3) по строк Тейлора, 


) 
+... 
в-+... {13} 
в? +... 


д = 


Чтобы опредфлить координаты 2, у» © точки 7. замЪтиуь, 
что проекщшя на воординатную ось какой пабудь прямой 
равна разности поорхинатъ #8 концолъ, поэтому 


= — МТ очмтл) Сок) бог, 
отвуда В 
и, = . 
Точно также | 
ы (14) 


я 
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На томъ же основаши 


ТМ’ бт = 
ТМ! СТМ”, у) = у — и 
ТМ' ТМ, = фа 
я, подставлян сюда значешя 2’, У, 2 и $ у, а изъ фор- 


мулъ (13) и (14), получинт, ограничиваясь вторыми степе- 
нями безконечно-малато т; 


ТМ! бе(тм', у) (15) 


тм’ сти", 8) 
Отсюда получаемь, возвысивЪ вЪ крадрать и сложивъ 
1 42\ 8 Фу\я ал т 
д те 


и потому 


ТМ! = - 


з, подставляя это значене въ (15), видимь, что Созтив’ы 
угаовъ составляеныхь ТМ’ съ коордиватными осями равны 
Созния’амъ угловъ ускорещя в съ координатными осями, 
значить ТМ’ параллельно ускореню и. 

Итакъ всякое криволинейное движеше ММ’ въ безко- 
нечно-малый промежутовъ времени можно разематривать 
(пренебрегая безконечно-малнии выешато порядка) какъ 
сложное изь равном ряйго движешя ЛИТ == 9%, со еворостью 
%, направленнаго по касательной я изъ равномврно пере- 

т : 
мбынаго 72! = -$- и“? съ ускорешемь и. 

Изъ формулы (16) можно опредвлить ускореше. 
т 
Ч. 

Звачить полное ускореше м имфеть тоже направлене, ватъ 
и стрёава движешя ТМ’ и равно удвоенной величин ® ТМ’, 
раздфленной на квадрать промежутка времени т. 
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$ 4. Уснореше въ полярныхъ коордннатахъ. 


61. Предподожимъ сналала, что движеше происходить 
въ плоскости, значить положеще точки опредфляется радёу- 
сожь векторомь г и угломь 8. Мы имфемь формулу для 
проекци ускорения па какую угодно ось. 


в 0039 = Е: Соз (2,0 + р 00 (у, 1). 


Возьиемъ проекцуи ка радруеъ векторъ и на ось, къ нему 
перпендикулярную (они будуть также и соетавляющими усво- 
фены по тёмъ же направленямъ) и назовемь ихь и, и %, 


получимъ 
4? 4% с; 
чан 0080 Е зи 86, 


Е 


9, ан 


Но изъ равенствь, дающихь завненмость между 2, ухи 6: 


д = 70059, у == тб, 
мы ролучимъ 
@ ах 


,. со 49 ‚о ее 29 
ПО ди — 2500 а 9 — +50 — г 08 (№) 


Чаи 


4: 
рой 


40 


Е. 9 
+ 20050 ч- че -- г 630 


ая 


зв (#. 


Подставляя эти значешя въ предъидулия формулы, мы по- 
дучимь 
= — Е) 
ие ( 4 


ге 440 

та + ва: 

; .‚ Я 29 62 
Входялуя въ эти формулы выражешя де, ^ а; и" (=) 


будугь ускореше скольжения, касательное ускорене враща- 
тельнаго дзижешя точки М окозо О и центростремитель- 


88 


306 усвореше 10:0 же вращательнахо движеня, а члену 
ро есть добавочное ускореме, или поворотное ускореще, 
происходящее отъ вращалельнаго движенщя тхЪ направзени, 
по которымь разлатеють полное ускореню. 

69. Раземотримь теперь движен!е точки въ пространств. 
Изъ равенетвь (п° 45). 


= 00% 0089, 
у=е Яр 058, 
2 =х 98. 


мы получимъ для проект усвореня на координатныя оси: 


0058 Ср — Обы Совр 9" 49 особ Вр 2 


о м 
+ бот 66 (41 — = 050 выра. 


оби бы 2 8 -9Сз@ Сор 


# 
— #050 из (1) — 
— + 00 вы (1+ Се ор 


я = ско 


99 
50 бочь 


4: . 4 4 40 .. 0\2 
ар = 90 ди 200. 3. —х 50 (4 = бы м. 


Изъ этого сяфдуеть, что полное усвореве есть сложное 
изъ сяБдующихь восьми ускоренй: 


а" й й . 
1) аз — ускореше въ дзижены вдоль радёеса вектора. 


429 . 
2) тв — ускореше кавательное зо вращательномь дви- 
женщи по широт®. 
3) ав \2 . 
— *{4=) -` ускореше центростремительное во вра- 
щатезьном» движени по иирот%, 
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4) г 0650 д= — касательное ускореше во вращатель- 
номь движенш по долготь. 
= Ч . 
5) —х 0039 (#2) — ценуростремительное ускореве во 
зращательномь движени по долгот%. 
а: 9 
9 2+ Ч } : ; 
| дополнительный  ускорен:я, происходавйя 
Е: й : 
7) га: } оть различкыхь движенй раду ОМ 
около точки О. 


аз ав 
8) 27а 


——- 


ОТДЪЬЛЪ И. 


Движене иеизмияемой системы точекъ или твердаго 
твла. 


ТЛАВА ТУ. 


Возможный дкнженя системы точекъ, 


$1. Система матеральныхь теченъ. Свойство своростей 
точень системы. 


63. Разсмотрёвъ обстоятельства движешя точки, перей- 
демьъ теперь къ разсмотрёнию движешя тёль. Чтобы перейти 
оть движения точки въ двиденио тФла, мы представляемъ 
себЪ тло состоящимь изъ отдфльныхь частиц и каждую 
частицу замфняеюъ матеральной точкой, т. е. выфето всей 
частицы разсматризаемъ только одну точку принадлежащую 
этой частиц и придаемъ этой точё® всю ту масеу, которую 
имфетъ эта частица. Пря такомъ предноложены мы не раз- 
сматриваемь передвижен!е частицы относительно точки ея 
замфняющей. Если же мы захотВля бы принать во внимаше 
п 910 движене, то мы разбили бы вое тЪло на элемеяты 
объема и каждый элементь объема замфнили бы матергальной 
точкой, Тавимъ образомъ, мы разематриваенъ ТВло кавъ 
собрае матеральныхь точекь и называемь его системою 
ъматеральныхь точехь. Идевзьно твердое тёло мы навываемъ 
нецамтьняемою системою точекь, потому что въ ней разстоя- 
31е между точками во вое время движеня не мЪнлется. 
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ели, кромф услошя нензмфияемоети взаимнахо разстоя- 
я точекь, движене тфла никавими другими услошныи не 
ограничено, то такая нензмфняеман система точекъ, или 
тво, называется свободном, въ противоположность 4с60б0д- 
ной, папримфръ, если т%ло не должно приближаться или 
удаляться далфе извфетнато разстояв!я отъ нфкоторой точки 
или оть другаго тёла, или тёло должно оставаться на нфко- 
торой лини. или поверхности одною или н®еколькими своими 
точками, или оно соединено съ другимъ тФломъ вавою нибудь 
связью п т. п. 

Положеще каждой точки системы будеть внолнв опред- 
лено, если будемъ знать положеще трехъ произвольно выбран- 
ныхь точенъ, принадлежащихь систем и не лежащихь на 
одной прямой лини, и разстоящя каждой точки отъ этихь 
трехъ точекь. ДЬйствительно, если эти три разстояя 
извфетны, чтобы найти положен е точки, надо вокругь этихь 
выбранныхь точекъ, какъ центровъ, описать шаровых позерх- 
ности радмусами равными соотафуственнымь разстоящаямъ; 
пересвчене этихъ трехъ шаровыхъ поверхностей и опред%- 
лить искомое положене нашей точки. Такъ какъ во вее 
время дважены эти разстояня каждой точки отв трехь вы- 
бранныхь точекъ не иЗняются, то поелФдовательныя поло- 
женя отихь трехь точекь опредфаять волн послёдовалель- 
ныя положен!я всей системы. Ноэтому зыФето движен!я всей 
системы можно разсматривать движене трехь нележащихь 
ха одной прямой точекъ этой системы или,-бтавъ кавъ раз- 
столе и этиху точекъь должно оставаться неизиннымь, — 
движен! треугольника, образованнаго этими тремя точками. 

Траевтортя одной точкк разсматривалась нами вавъ мкого- 
угольникь съ безвонечно большимъ чиеломъ еторонъ. Когда 
мы разематриваемь движене неизмЪнлемой систены точевъ, 
примемъ олять, что траектори различныхь точекъ ея будуть 
мнотоугольняки съ безконечно большимъ числомъ безконечно 
малыхь сторонъ, но съ услошемь, чтобы, котдв одиа какая 
нибудь точка системы находнтея въ вершин% многоугольника 
ею проходнмаго, то и вс$ остальныя точки въ тоть же мо- 
менть находились въ вершниахь СвОИХЪ мнотоугодьныхь 
путей, Такъ что въ первый безконечное малый промежутокь 
времени вс точки проходять каждая первую сторону своего 
мнотоугольника, во второй промежутовъ—вторую сторону и 


т. х. Каждое изъ этихь посяфдовательныхь движенй вебхъ 
точекь тВла въ одинъ и тоть же безконечно малый проме- 
звутокь временн-—олемениь времени-- называется элементар- 
нымь деижюенемз неизмюняемой системы точен. 

64. Если назь извфетно хвижен!е системы, то это зиз- 
чить, что намь известно движеще каждой точки ея, т. е, 
дана траектомя ея и закокь двяженшя ея по этой траекто- 
ри— дано разстояше ея $ отъ эфкоторой неподвижной точки, 
ззятой на этой траектори, въ зависимости оть времени: 
$ = ДЭ; и чтобы пайти скороеть ея, надо взяте производную 
по времени этого выражения: Е 


Замфтимь, что между скоростями точевъ т%ла, или неиз- 
мЁняеной системы, существуегь вфкоторал зависимость, даю- 
щая возможность но немногимвь даннымъ опредфлить еко- 
рости вефхь точекь тфла, не знал даже ихъ траекторй и 
не зная, дли каждой изъ нихъ, завиенмоети $ отъ #, 

Чтобы найти-эту зависимость между скоростями, возьмемь 
дв точки системы Ми №, и пусть по прошестви проме- 
утка времени т он придуть въ положене М'’и № (табл. ПТ, 
фиг. 45). Скорости ихъ будуть: для м. скорость 2: == пред. 
| —» дая М скорость и;==пред. - о” Вели изъ то- 
чекь Ли М опустить на линно ММ  первевдикузяры Мт 


Ми 
я №, то пред. ( ) при === есть проемля скорости 


1 


№ 
1: на каправлеше ММ, точно таке ред. ( о весть 
нроевщя 9. на то же направлене, звачить 
} 
== аа 00$ (г, ММ№), | 
| [о 
} 


3 003 (и, ММ). 


Такъ кокъ разстояне хочекъ должно при движени оста- 
зваться неизибннымь то ЛМ = М; и потому ии == ЛЕХ. 
08 (МУ, ММ). Найдемь зависимость между Два и М. 


М = М — тт = Ма — ММ 0% (ММ, ММ, 
№ = Ми — МХ; 
отсюда 
Мт — № = МК И — @в (МХ, МХ. 
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Еели мы возьмемъ предёлы этихь выраженшй при т == 0, то 
МУ’ сольется съ ММ, поэтому пред. 60; (МХ, Ш’№') = 1, 
и мы получимь, по равдфленти на т 


} 


ядн, вставлия сюда значея предфловь изъ формуль (1), 


2 00; (и, ММ) = в, бо, ММ) (2) 


яред. ред. 


( Е () 


Воть это уразнеше и предетаваяетр зависимость между 
скоростями каждыхъ двухъ точекь неизмфняемой системы: 
проекции скоростей дуть каких нибудь точека на прямую, 
соединмоциую эти дв точки, должны быть равны меледу собою. 

65. Эту же зависимость можно получить аналитически, 
выражая, что разетояне между точЕзыи должно оставаться 
неизчВннымъ 50 все время движеня. Назовемъ координаты. 
одной точки 2, у, 2, & другой 2,, у», 22, & ихъ разстояне 
черезь { тогда 


(о — ар" и уд ш— в = 


Возьмемъь производную по времени отъ обфихь частей этого 
равенства, помня чо | есть постоянная величина; получимъ 


(а ды +=. 


или, раздфливь на # и перенося члены ©ъ производными 
оть координать второй точки въ правую часть равенства: 


42, ив в 
и 


ри 4 
Ро вт 


4: 


Соя (1,0), ‘це == в Сова, 8), Е: 


==0, 06 (2), 


а 
== 0% (1), 1 — и Озбь у), ЧЁ = 8 @ьу), 


— (оз (12), м, Сов (в, 3), р 4: С0з (в, 2); 
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подетавляя эти значенн въ полученную формулу, найдемъ 


2 [С (, =) Сов, #) Сов (9) Сов (въ 5) + 068 (1,2) Сов(л,2)] 
= +. [0030,2 05 (вп) | 008,9) оз (вы, у) - (03,2) 08 (+, #)] 
или 
45 003 (41, 1) = & 083 (в, 8, 

гз8 Г есть прямая ММ; такимъ образожъ, другимъ путемъ 
пришли къ той же зависимости между скороетями, что и 
прежде. 

66. Эта завнеимость даеть мвого слфдств, 

1) Если спорость одной из5 точекь прямой лиш пер- 
пендикулярна кз чей ицаи равна нулю, то скорости ветхз 
остальныхь точекь этой прямой наи перпендикулярны кз ней 
или равны нулю, потому что въ этомъ случа или я = 0 
пли (008 (т, ) = 0, а потому должно быть 900$ (2, [} = 0, 
что возможно или когда 9 = 0 или когда 008 (1, ) =0, 
1) = 90% 1.1. 

2) Если мы знаемь направаеня скоростей дуть точек, 
значить, знаемъ углы (5,1) п (е., 0, то найдемь ч отноше- 
не величин этить скоростей, потому’ что изь равенства 


ая С08 (гь ) = %: (08 (и), слбдуеть 


Это справедливо для веёхь случаевь кром одного — 
когда (в, ) = 90° и (5,0) = 90°. Чтобы разобрать этотъ 
случай, посмотримь кавовы будуть свороети разлязныхь 
точекь прямой лиВи, одна изъ точекъ которой будеть ве- 
подвижна. Положимт, что точка О прямой тянш ОД (фаг. 46, 
табл. ПТ) остается неподвижной, & остальныя точки, напри- 
фр, М, №, Р,... двивутен и по истечеши нфкотораго 
промежутиа времени т приходять въ положеше М, №, 

5... Шо вензыВнвости разстоныя между точБами, 
точви прежде составлавцИя прямую линйо и теперь состав- 
диють прямую 1, значить М, №, Р...,. аежатъь на 


*) Допустими прохивиое, что точки 4, 2, С (табл. Ш, черт. #7), прежде 
левавийя ив одной прамой, лосаф переыьщенн пришли позоженя 4”, 
В’, С, ие лежашя ва одной прямой. Соедининт ихъ между собою пря- 
ыыни 4’В’, А’С и ВС; тогда 


де < дв + вс, 
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прямой 04’, и разстовыя ихъ ОМ’ = ОМ, ОМ = ОМ, 
ОР' = ОР, .... снбдовательно точки изъ и въ №, изъ 
№ №, .... перешли по дугамъ круговъ, общи девтрь 
хоторыхь есть 0, н въ такомъ случа дуги, & равно и стя- 
тивающия ихъ хорды, пропорщональны разетоянно отъ центра, 
значить 


ММ’; ОМ = ММ: ОМ-- РР: ОР=.... (3) 


Если возьмемь отношеше 
оно дасть величину скорости тояки ЛГ, которую назовемь 
. ВАЙ 
ов пред. (“5”). _, 
правлеше ихъ будеть по касательнымь къ дугамь круговь 
зъ точкахь М, М, Р,.... т.е. перпендикулярно къ 04; 
велй назовемь ОМ черезъ г, ОМ = т, ОР=у,.... 
и въ выражен (3), раздВливъ вс предъидуцие члены на +, 
зозьмемь предфлы, при 1 = 0, то получикъ: 


то въ предфлЪ, прит=о, 


„› скорости точки № ит. д. и на- 


в. : 


т. ©. скорости точекз прямой, одна ия; точекь которой во 
время дешжженя остиетея неподвижной, будуть перпендику- 
лярны кз этой прямой и пропоршональны разстоящямь ит 
075 этой неподвижной точки. 

Если бы и вторая какая нибудь точка этой прямой была 
неподвижна, то всф точки этой прямой будуть неподвижны. 


$3 2. Поступательное движене. 


67. Мы видфли, что, волфдетше неизыВняемости взаимнаго 
разетояя между точками неизыфняемой систены, п между 
скоростями ихъ существуеть зависимость, такъ что нельзя 
но произволу задать скорости вефхь точек системы. Чтобы 
найти, кавъ выражаются скорости различныхь точекъ тёла, 
раземотримь отдфльно каждое возможное движене свободнаго 


30 по ненвыфидемости взанмиыхь разстоянй 48—48, ВС- ВС и 
должно быть также 40-=А'С’, а изъ полученнаго нами перввенства (такъ 
жовъ 46=4В- ВС), сафдуеть, что 4'0'< АС; зизядть ваше хопущене 
приводить къ протизорбано. 


9 _ 
твердаго тфла, имфн постоянно въ внду, что можно, выфето 
разсмотршя движеня всего тВла, разематривать движене 
Трехь точекъ этого тВла, це леващихь иа одной прямой— 
движене нбкоторато треугольника, 

Прежде всего раземотримь такое движенше тфла, при 
которомъ вс три стороны треугольника, замфняющаго тю, 
0 все время движевн остаются параллельными самимъ себЪ. 
Въ такомь случаВ всякая прямая, проведенная эъ тлф, 
будеть во все время движещя параллельна своему началь- 
кому положению. 

Положимъ, что М М дБ Бава нибудь точки тёла, 
М' в № (табл. ПТ, фиг. 48) ихь положешя по истеченк 
безконечно малаго промежутка времени 4 — тавъ что пря- 
мыя ИМ’ и ММ’ можно принять за пути, пройденные точ- 
ками Ми № Такъ акъь, по еказанному, ММ и ЛГМ равны 
и параллельны, то ММ’ и ММ тоже должны быть равны 
и параллельны; называя ММ’ чрезь 45, а ММ’ зрезь 48, 
получимь, что Ч, равно и параллельно 48 разибливъ то и 


4% 

друтое на 44, и замфчая, что д’ = ч\ — скорости точки 
Ма С. == & — скорости точки М, получимь: 9 равна и 
параллельна ©. Значить скорости всфоё точек тлъла вт 
одинь и тоть ке момента времени равны в паралаельны 
между собою, хотя въ различные моменты скорость можеть 
и мфняться, Такое движене называется поступательнымь 
бвиженемь нензыбняемой системы точекъ, а общая величипа 
скоростей вефхь точекь ея называется скоростью поступа- 
зпельнаю движеная ттльла, в5 данный моментз времени. Траек- 
торм всвхь точекь тфла будуть тождественны, и, смотря 
потому, кривых ли онф лийи или прямыя, поступательное 
движене будеть краволинейнымь или прямолинейнымъ. Чтобы 
изобразить поступательное движенте, достаточно изъ произ- 
вольной точки провести прямую, изображающую но величии 
к направлению скорость поступательнаго движевя для дан- 
нато момента, Скорости вефхъ остальныхь точекъ тЁша по- 
лучател, если изъ важдой изъ нихь проведемъ прямую рав- 
ную, параллельную и одинаково напразленную съ прямой 
ззображающей скорость ноступалельчаго двнженйг. 


$ 8. Вращательное движене. 


68. Раземотримъ теперь другое возможное движеше не- 
язмВияемаго тёла, или системы точек, именно то, когда 
дВЁ точки его остаютея неподвижными. Въ такомь случа\, 
хакъ это было указано въ по 66, всБ точки, лежашя на 
прямой, проходящей чрезъ данных неподвижныя точки, тоже 
будуть неподвижны; тёло вакъ бы поворачизается около этой 
прямой, которую поэтому и называють 0сью вращешя, а дви- 
жене тфла — вриищелиельныме движещемь или вращешемь 
около этой оси. Посмотримъ каково будетъ движене каждой 
точки тля. 

Пусть АВ (черт. 49, табл. ШП) будеть ось вращения, а 
М одна изъ точекъ тФла. Опуствмь изъ точки № перпен- 
дикуларь МО на ось вращеня. Легко показать, что эта 
прамая МС, во всякомь своемъ положении остается периен- 
дакулярною къ оси вращены, т, е„, если ЛЕ’ есть новое 
положеше точки 2, и ебли соединимь эту точку 2’ съ 
осповаемь С’ перпепдикуляра, опущеннато изъ дрежняго 
положешя точки ЗГ на ось вращеня, то и 1’ будетъ пер- 
цендикуляромь кь оси вращенн, и прямую ЛО назовем 
новымъ додожешемь прамой ЛС. Чтобы доказать это, бе- 
ремъ на ови вращеня еще другую какую нибудь точку 2 
и соединаемь ве прямыми лишями съ точками Ли 1; 
образуются у наст два треугольника МСР и ГОД. Въ нихь, 
по неизыфняемости взвимиаго резетольйн точекъ, А/С==4/'С 
н МР = М'Т, третья сторона общая — ОО, значить эти 
треугольники равны, и ихъ соотвФлетвенныя части равны, 
поэтому / ОСМ' = / РСМ; но послбяшй уголь прямой, 
значить, и уголь РОМ’ прямой, т.е. М’С’ перпендиву- 
лирна къ оси вралцешя. Такимъ образомъ мы получили, что 
зиня МО во веявомъ своемь положеши остается перпенди- 
куларной къ оси вращеня, поэтому при врашеви тёла 
около оси она опишеть плоскость перпендикулярную къ оси 
вращеня, & по неизмВняемостя разетояшя ЛГО, точка М 
опищеть въ этой плоскости окружность вруга съ центром 
въ точкф С. 

Итакъ: ка имьло совершаете вреицательное двизюене 
около какой-нибудь оси, то каждая © точка движется по 

т 
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окружности круш, плоскость которо перпендикулярна кз 
оеи, а ценирь находииея на этой оси. 

Возьмемь тенерь двф кажя нибудь точки ЛГ и М (черт. 
50, табл. ПТ), принахаежания веизмфияемой систем, Пусть 
М' и М будуть положея ихъ по истечени ифвотораго 
промежутка времени, а С и Р — центры ихь крутовыхъ 
путей. Проведемь чрезь точку О’ прамы Си и О параллель- 
ныя РМ и ОМ; такь какь ОМ перцендикулирна въ оси 
АВ, 0 и Он перпевд. къ АВ, значить, она лежать въ 
плоскости круга, описызаемаго точкою Л. Когда вслЁдетве 
вращенн т$ла прямая ОМ приметь положене ОА", парал- 
дельная ей прямая Ся придеть въ нолонеше Си [ОМ \), 
при чемь / "Ох = Д МОМ; но, по неизмбняемости яза- 
имнаго разетояня точевъь ЛГ и м, уголь ЛИС долженъ рав- 
нятьсн углу ЛГОи. Отвимая оть обоихь общую часть 
Д 5 Св, получим 


д МОМ! = дябт = д МОМ, 


т. е. при вращательномь движения твердаго тВла около осн, 
перпендикуляры, опущенные изь разныхь точекъ тВла на 
ось вращешя, въ одпнь и тотъ же промежутокъ времени 
перем щаютсл на равпые углы, Общая величила этихв угловт, 


*) Не трудно показать, основываясь только на пеизифняемости вза- 
имнаго разстояыйя точекъ, что двф прявыя, быви{а первоначально пэ- 
раллельными, остаются параллельвыми между собою при венкомъ пере- 
двищени еистемы. Пусть АВ п СЛ (таблица ПТ-я, черт. 51) предетавлають 
28% прямыя, параллезьныя между собою и пусть новыя 0х положешя 
будуть 4’ и СТ”. Надо доказать, что А’В’ параллельна 0’. Дла этого 
па завлхь АВ п СР возьнемь равпые мелду собой отрёзви КЁ п ММ; 
и пусть №, №, М и М будуть повыя фота точевъ К, Ё, М п К. Но 
пемвыфаяемости при движении вевимныхь раастоль!й точекь, дозвно быть: 


ЕЕ=КГ= МУ ММ и ЕМ-= КМ, Мы Г 
Но въ первоначальномь положен ЕТ параллельна н равна ИМ и потому 
ЕИ= Ем 
значить п въ нозомь положенш РЕМ, н сверхь того 
кг=им 


и такЪ кавъ это спразедаиво при пропевольномь расположеви точекъ 
Е, 1, Ми №, то сафдовательло четырехъугольникь К’1/М’№будеть па- 
ралделограмъ, п значить 4’ паразяельна С’Р’, въ чемъ ны и хотфян 
убдиться. 
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соотьфтетвующаял какому нибудь промежутьу времени, назы- 
заетея Умловымь перемтценемь тьма в5 данный промежу- 
токь еремени — угломь, на который повернулось тёло. 
Чтобы опредблить величниу этото угла, проводять въ про- 
странствВ неподвижную плоскость чрезъ ось вращеня, и 
черезъ ту же ось другую илоскость, неизмёняющую своего 
похоженя въ 161% и движущуюся вубетВ съ нимт, м зам- 
чають, какой уголь эти дв плоскости образуютъ между 
с0бою въ каждый моментъ. Если въ моментъ времени $ этоть 
уголь быть 9, а въ момепть времени # опь быль 9', то 
9'—6 есть угловое перемщен!, или уголь поворота, въ 
промежутовъ времени #-—#. 

Замтимь, что ве точви, лежа я на одинаковомя раз- 
стоявйи огв оси вращен, будучи повернуты на одляъ н 
тоть же уголь, пройдутъ равные пути а потому будутъ ныть 
и одинаковую сторость, 

69. Вращене тфла называется раномюрнымь, если тЁл0 
въ равные промежутвн времени поворачивается нь равные 
углы, каковы бы ни были эти промежутин, иначе говоря, 
еевли угловыя перемфщеня въ каше бы ип было промежутея 
времени будуть иропорцюнальны этимъ прожежухкамт, Боль- 
шал или. меньшая степень быстроты или медленности такого 
движешя измыфряется угломъ поворота тфла въ единицу вре- 
мени; этоть уголь называется уёловою скоростью т®ла; для 
обозначения угловой скорости употребляется буква ®. Если 
извфетень уголь поворота тБаа @ — @,;, въ какой нибудь 
промежутокь времени & — &, т0 на основашт пропорцю- 
вальности угловъ поворота промежуткамъ времени, мы пи- 
шемъ такую пропорцио 


9 — в: =о;1 


откуда и опредфляемъ ® 


Вели вращательное движене тфаа не будеть равномфр- 
нымъ, 10 оно называется перемюинымь, Перемфиное враще- 
не можно разематривать, какъ послФдовательный радъ без- 
конечно большаго числа равномфриыхь вращенй, изъ кото- 
рыхъ каждое продолжается безконечно малый промежуток 


времени в при немъ проходитея тоть же путь, какой про- 
ходитса въ тоть же промежутокь времени при неремфняомъ 
вращенш. Угловою скоростью въ какой либо данный моменть 
времени въ перемфнном» вращательномь движени назызають 
угловую скорость равномфриаго элементарнаго движен!я, со- 
ставляющаго часть перемфниаго вращевйя въ этотъ момевтъ. 

Если обозвачниь 9 уголь, на которой повернулось то 
до этого момента, & въ слёдующй промежутокь времени 4# 


40 
оно еще повернется на уголь 40, тор было бы угловою 


скоростью, если бы вращеше совершалось равномфрно въ 
этот» промежутокъ времени, & это и называется угловою 
скоростью перемфанаго вращешя въ данный моменть и, 
обозначая ее черезъ ®, получкмъ 


а 
& 


тдЬ предполагаемь, что уголь поворота выражень въ зави- 
симости оть времени, т. е. дано 8 = (0. 

Если мы выражаемь уголь въ чаетяхь ражуса, равнаго 
единиц, торда точка, находящаяся яа разстоящи равномъ 
единиц длины отЪ оси вращены, при поворотБ всего тёаа 
на уголь 49 пройдеть путь, равлый тоже 49, поэтому ра 


будеть скоростью этой точки, танъ что можно сказать, что 
узловая скорость равна скорости ‘точки, находящейся оть 
оен вращеня на разстони единицы длины 1), 

70. Чтобы опрехфлить скорость каждой точки тфла при 
вращательномъ его движенш, замтимъ, вопервыхъ, что пути, 
пройденные въ одно и тоже времл—& потому и скоростя— 
точекъ, равно удаленныхь от оси вращеня, равны между 
с0б0ю; во вторыхь, что скорости точекъ прямой лин, про- 
ходящей черезь ось и перпендикулярной къ ней, будуть про- 
порщюнальны разстоян!ямъ точекь оть оси (пб 66), значить 

Яя =: =8:1=...., 


) Часто бываеть, что дли опредфлени вращешя тёла даютъ ве 
УРХОвУЮ скороеть нращеши, & чиезо оборотовъ я въ линуту; по одвому 
2: З0ы 


‘легко опредфлить другое: в = 


н лотому для каждой тозки 
9 = ох 


Направлеше скорости каждой точки есть направлеше 
касательной къ траевтори ел, а траектория эта, при вра- 
щени тфла, есть окружность круга, перпеядикулярнаго къ 
оси вращешя, поэтому нанравлен)е скорости каждой точки 
перпендикулярно и къ оси вращешя и къ радусу круга, ею 
онисываехато, т. е. къ перпендикуляру, опущенному изъ 
точЕи на ось вращены, 

Тавимъ образомь мы видимь, что всв обстоятельства 
зращательнаго движеня тфла впольВ опредблятся, если 
извёствы: ось, около которой совершается вращене, угловая 
<корость для каждаго момента времены и накравлене, по 
которому вращается тфло. Чтобы удовлетворить этимъ трем 
требоващямъ одноврехенно, угловую скорость изображают 
нФвоторою длиною *), отнесенною къ произвольной единииь, 
и откладывают»в эту длину на ови врашешя отк вропзволь- 
ной точки ва пей взятой, такь что извфетной даины ливя 
ОР опредблить за разь и ось и угловую скороть враще- 
вн; она опредфлить также и направлене вращения, если 
условимел откладывать эту длину на оси въ ту сторону оть 
произвольно взятой толки 0, чтобы смотря оть конца Р въ 
началу О, вращене казалось совершающимея въ ту же сто- 
рону, как. движется стрёлка часов. 

7}. Найдемь теперь формулы, дающуя возможность найти 
скорость каждой точки тёла по даннымь: ея координатаиъ, 
по м%фсту и направленно оси вращешя и по дамной угловой 
сворости. 

Ноложимъ, что мы инфемъ неизифняемое хФло, врашаю- 
щееся около оси ОГ, (табл. ПТ, черт. 52) въ угловою сьо- 
ростыю «, За начало координать возьмешь каную нибудь 
точку 0, лежащую на осн вращеня; оеи координать ОХ, 
ОУ, ОЙ вовьмемь произвольно. Отложимь на оса вращешя 
оть той же точки О длину 09, представляющую, по ска- 
занному выше условио, величину угловой скороети и направ- 


2} Что угловую скорость можно пзображать вфвоторой длиной, с25- 
дуеть уже пзъ того, что она равна скорости хочни, отетозщей оть оси 
зращел:я па разстояще, раввое единице длины, а объ изображении ско- 
фоети точки лив{ей товорено рапьше. 
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леше вращеня. Пусть м, ®, ш предетавляють проекщи этой 
прямой О@ на воординалныхь осяхь, такъ что 


# = 9.03 (09, 2), о = ®,005 (00, у), ® = ®.005 (0%, г). 


Пусть 2, у, 2 будуть координаты какой нибудь точки та 
М; перпендикуляръ №0, опущенный на ось вращеня, назо- 
земь А, разстолые ОМ точви М оть начала коорхинать 
назовемъ г, и скорость точки № назовемъ 7. Какъ извотно 


=, 


и направлен!е екорости ТР’ перпендикулярно къ ОБ и МС, 
значить перпендикулярно Еъ плоскости проходящей черезъ 
точку М п прямую 02, или О@ или, что тоже, черезь три 
точки 2, О, 9. Найкемь уравпев!е этой плосвости. Такъ 
вакъ она проходить черезъ начало координати, то уравнеше 
ея будеть нифть видь 


ах ву 0#й=0, 


тдв коеффишенты 4, В, С еще неопредфлены; выразивъ, 
что эта плоскость проходить чрезь точки № (а, ди 
(м, $, 0) получим 


4х + Ву + @&=0, Ав Вь + бь = 0, 


изъ нихъ находимь: 


а _ ву В ии, 


9 м 9 Ясь 


и, посл нодстановки этихъ величинъ, уравнеше плоскостя 
(0, М, @} будеть 


(г — их -- (из — и) У + (му — вр == 0. 


Услове, что направлеше 7’ будеть перпендикулярно въ 
этой плоскости, будеть: 


Со И 6 
у ираы == вузах = № 


гдь черезь К мы обозначаемь ноеффищенть пропорщональ- 
ности; отеюда: 


Соз (У, 2} = К (2 — ву), 008 (7, у) = К(из — ид), 
Оз (7, 2) =Е(иу— 8). 
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'Изъ этихъ уравнеый можно опредфлить Ё, дая этого, 


возвысивъ пхъ вь квадрать, сложимъ и получимъ: 


005? (У, 2) -Н 008? (Г, у) + (оз (Т,2) =1 = 
= КЖ? {2 — ву) -- (о — ча (ву — в 


но 


(22 2) + (ве — иг | (чу — в)? 
и у 2) — це ру 


м = била, а Ру 
(95,2). Созо,а)-- бов) Соне, у)-Н068 (т, 2) Сов, г) = 
= 70 (09, +) 


ЗНАЧнть 
(22 — ну? + (из — 3) | (ну — в 
== 60°? — 02200309, ›) == ЗИ (О9,г) = 528 
поэтому 
ЗдЪсь получился двойной знавъ - и — оть того, что 


нормаль къ плоскоети 001@ иметь два направхевя, для 
скорости же У надо взять одно изъ эхихь направлешй и 
изъ двухъ знавовъ надо выбрать одинъ, именно такъ, чтобы 
смотря изъ О ва О движеше казалось совершающимел по 
часовой стрёлкВ. Чтобы опрехфлить, который знакъ соотвфт- 
ствуехь этому, одБлаемь предноложене, что ось вращешя 
совпадаеть съ осью уУ’овъ и угловая скорость отложена по 
положительной оси Уовь, а точка М взята ва оси 2вЪ, 
такъ 910 и = 0, р=а, № = 0, х= 0, у=0, д= Ви 
скорость 7’ параллельна положятельной оси э?овъ, тогда 


ну ов о 
С: (т, 8) И = о вр = 80 +1 
очевидно, что изъ двухъ знаковъ надо выбрать --. Вели въ 
этомъ случа беремъ знакъ --, 10 и въ общемъ случаф, 
изъ котораго этоть частный случай получаетсл иростою под- 
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становкою значешй, безъ перемфны знаковъ, тоже должно 


1 . 
ззять знакь --, такь что К = -- зв; И получаемь: 


енг 


оз (Ра) = ий, ОВР, = к 


Зная косинувы угловь, составляемыхь напразленемъ ско- 
рости съ координатными осями, можно получить выражен!я 
дял проевщй «корости на координатвыхь осях. 


а ==—ну 


7, == чр =-Т 068 (72) == «В. в та — 85; 


такя же формулы будемъ имфть для проекций на двЪ дру- 
ти оси, такъ что получаемъ окончательно 


2 _ 
жж = — и, 
ау у 

Е = ит — ви, 


р == №9 — 1, 


Эти формулы, рыражающия скорость гаждой точки тёла 
при вращательнохъ движенш, называются формулами Эйлера. 


72. Замфтимъ, что и, т, #— проеклёх угловой скорости ®, 
изображенной линей, на координатныхь осяхъ,—имфють еще 
другое значене, Предположимь, что наше т%ло иметь враща- 
тельное движене около оси (2х съ угловою скоростью пред- 
ставляемою длиною +. Назовемь У’ скорость, сообщенную 
этииь движенемь какой нибудь точкВ т8ла ЛС (0, у, 2), а Т’,, 
РТ, Г, — три ея составзяюнщя вдоль координатныхь осей. 
Пусть плоскость чертежа (табл. Ш, фаг. 58) представаяеть 
илоевость, проходящую черезь ЛГ перпевдикулярьо къ оси 
ОХ. Тавъ какь вращене совершается около ОХ, 0 Т' 
лериендикулярна къ ОХ и равна м.П, тд6 В есть перпен- 
дивуларъ, опущенный изъ ЛГ на ОХ, поэтому 7’, = 
но У’ перлендивузириа также къ Е, поэтому 


005 (ТТ, у) = — Св (1,2, бв(Т’, 2) = 088 (Е, 5) 
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И, = — РТ 04 (= -ьй 08 (В, = фи 
т. = РУ 08 (В) = Е 08 (Пу = цу. 


При выводё этихъ формуль мы предположили, что вра- 
щенше совершается по паправленио отъ оси Оу къ осн 0; 
если бы наиравлене вращеня было обратное, то мы пули 
бы: 008 (Ту) = Оз (В, 2), Оз (РА = — 08 (В, У, 
но за т0 по увловию принлось бы отложить в не по поло- 
жительной, а по отрицательной осн Х?овъ, и, согласввиись 
считать # за положительную величину, когда оно отклады- 
вается ио иоложительной оси Ох, н з& отрицательную въ 
протизномв случаз пришлось бы перемфнить также знакъ 
и при и, такъ что формулы оставутея тб же. 

Положимъ теперь, что мы сообщили 1Фат вращательное 
движене около оси Оу съ угловою скоростью ®, п, называя 
скорость точки М чрезь Г”, получимь (черт. 54, табл. 11): 


Оз (Т", д) == Оз (В, 0 ("д = — в Ш, ® 
Те" бов д) =, Т",=0, Т", = В"Сов (В", ®) = 
= —м 


Точно тавже, предположивъ, что тВло имфеть вращенше около 
, ет 

оси Ог съ угловою скоростью %, и называя У” скорость 
точки Ми В"-разстояне ея оть оеи 0—М0 (фиг. 55), 
получимь 

р „и 
Оз (УИ, в) = - 0% (Е", у), 0 (Р", у) = Ов (В", 
„ 


У", = в 8" Сз(Т", в) = — в "Оз (В", у = — у, 
Ту" = и В" 06 (Е", ® = их, Г", = 0. 


ели же предлозожимь, что мы вс эти три вращешя 
сообщили одновременно, то получимъ для скорости 7 точки М. 


р, = р, р, 7", = в у, 


Ту = ЕР" + 7", = а — и, 


жа ИРИ Ри, = чу — а, 


106 


т. е. скорость, получаемая каждою точкою тёза оть с0во- 
зупности трехъ одовременныхь вращенй около трехъ коор- 
дннатныхь осей съ угловыми скоростями и, 9, %, будеть та 
же, какъ и оть одного вращения около ифкоторой ося ОГ 
еъ угловою скоростью ®, опредфаяеною по величивЪ и на- 
правлению какъ датональ наралхеленипеда, поетроевнаго на 
трежь отрёзкахь %, 0, и, отложенныхь на соотвётетвенвихь 
осяхь но извфетному направленно, или, выражаясь иначе, 
® есть геометрическая сумма и, ® и м. Это похгавывветь, 
что всякое вращене можно разложить на три вращезя около 
данныхь осей, и наоборотъ, нЪеволько вращешй съ различ- 
ными угловыми скороетами можно сложить въ одно зращен!е 
еъ опредфленной угловой скоростью, Но при этомь всё оси 
вращенй должиы пересфкаться въ одной тозЕЪ. 


$ 4. Двищене тбла параллельно плоскости. Движеще пло- 
ской фигуры въ ея плоскости. 


73. Раземотримь третье возможное движеве неизызняе- 
маго тлердаго тфла—хогда каждая точка тёла во вее время 
движещя остается въ одномь п том же разстояни отъ 
нЪкоторой неподвижной плоскости; такое движение называется 
овижещемь ттла параллельно данной плослости. 'Такато родь 
двпжене сводител къ движению плоской фигуры въ ея пло- 
скости; съ этого послёдняго и начнемъ. 

Пусть намъ дана нЪкоторая плоская фигура, движущалел 
въ своей плоекости; кавъ мы уже говорили выше, вмфето 
всей фягуры достаточно раземотрёть движене трехъ ел 10- 
чекъ, пронзвольно выбранныхь, или движеве нёвотораго 
треугольника, ими образованнаго и непзыВнно связанваго съ 
фигурою. Дохажемь прежде всего, что жреуюльникь, дви- 
эжущёйся в0 плоскости, можно перевести изь однозо ео поло- 
жешя е5 друше, повернувз ео на накоторый уполё около 
заъкоторой почки, лежащей вв той же плоскости, 

Чтобы доказать это, покащемь, кань найти эту точку, 
©к0ло которой надо повернуть треугольник. Положимъ, что 
ЗА М.М, (фиг. 56, табл, ПП) есть одно положеше движу- 
щагося треугольника, а №№, №; — другое положевше того же 
треугольника, табъ что А\, №Х, = АМ, ЬМ.. Такъ вакъ 
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зочку ЛИ: переводииъ въ ноложеше №, вращая около ифко- 
торой точки, то при этомъ она оцишеть дугу круга, цен- 
тромъ котораго будеть точна, около которой вращаемъ тре- 
угозъиниь, а цептрь всегда лежить на перпендикуляр%, воз- 
ставленномь рзъ средины хорды, звазить искоман точка 
будеть лежаль гдБ нибудь на перпенликулярв, возставлен- 
номъ изъ средины прямой ЛЕМ. По той же прачинВ она 
должна лежаль на перпендикулярВ возетавленпомь изъ ере- 
дипы прямой ЛУ>\,, соедипяющей два положення другой зер- 
шины движущагося треугольника. Зяачить, на нересёчети 
этихъ двухъ периендивуляровь, въ точкВ 0, и бухеть нахо- 
диться искомая точка, пазываемал центром вращеня. 
Остается доказать, что перлендивуляръ, возставлениый пзъ 
средины прямой ЛМ, соединяющей дез положеня третьей 
вершины, тоже пройдеть чрезъ точку О. Длл этого разсмо- 
тримъ треугольники МОХ, и ЛДОМЬ: въ нихь ОМ, —ОМ, 
ОМ, — О№ и ММ, = ММ, знаяить, треугольники ревпы, 
и потому ДМ№0 = ПД, МАЕЮ, в тавъ какъ (М №№ 
= ДЛБМ,Мь 109 2 М\,О- д МА = Д ММО 
+ А МАЕМ,, т. в. Д №№0 = Д №40; во крем 
этихь двухъ равныхь угловь въ треугольникахк 0255 и 
ОХ № есть еще равпыя части ОМ, = ОЛЬ и №№ = №Му 
значить, эти два треугольника равны, и ноэтому № -=О№. 
Это показываеть, что точка О равно удалена оть точекъ 
Е, п № — копщовь прямой лини: ЛЬМ№, а этому условно 
уховлетворяють только точвн, лежашия на периендикулярь, 
возетавзенномь изъ средины прямой, значить перпендикуляръ 
возставленный изъ средины АХ, долженъь пройти чрезъ 
точку 0, что п требовалось доказать. Теперь осталось еще 
УбФдиться, что угловыя перемдешя вофхъ точенъ будуть 
одни п т же — это основное свойство вращеня. Выше мы 
нашли, зто /\Х ЛЕЛЬО разенъ Л, №№0, отеюда слёдуетъ, что 
Д МОМ, == Д М0№; прибавамъ къ оббниь частямъ этого 
равенства уголь ВЬОМ,; и получииъ 


2 40% = д М:0№.. 
Точно также изъ равенства треугольниковь 24.250 п №0, 


найденнато выше, слёдуеть, что / РОМ, = /. №ОХ,, и, 
прибавя къ обонмъ угламъ уголь ЛОМ» получинь 


д МОм = Д 0 


_ 1 


и изъ двухъ полученныхь равенствъ выводу 
Д МОМ = д М0№ = 2 М:0№ ‚ 


что и требовалось доказать. Такь какъ дал нахождевя тозки 
О камъ были пужны только дв® вершины треугольника, то 
за третью вершину кожно считаль какую угодно точиу фи- 
туры, я все выведенное дия точки ЛЬ относится во веяной 
точ фагуры, т. е. что веф точки перейдуть въ новое ло- 
дожен поверяувшись около точки О на равные углы. Общая 
величлиа & угловыхь перембщейй вефхъ точекъ фигуры я 
есть тоть уголь, на который издо повернуть вею фигуру 
около точки О, чтобы вов точки ея пришли въ ихь новыя 
положеня. И такъ мы по двумь положевямьъ двухъ точекъ 
фатуры нашли ве только центръ вращешя, но и уголь по- 
ворота около этого центра. 


14. Замфчаше, Два развыхъ треугольника, расволоженвыхь въ одвой 
плоскости, не всегда можпо совыфетить одинъ съ другимъ, заставляя 
одвиь ивь няхь, или оба выфотф, дзтаться во выходл пвъ плоскости. 
Два разпыхь треугольника, де еоотвЁтственныя зершивы которыхь 
совпадать, а третьи вершины ле совпадають, папр. А АВС и ААВ 
(фиг. 57), изи раввые треугольации, симиетричио расположеные отво- 
сительно в®которой прямой, какъ напр. треугольвика ЛЕМР и 908 
(фиг. 58), молуть быть созыфщены одинъ съ дру только таклиъ обра- 
зомъ, если однаъ изъ пихъ выведехь паъ изоекости чертежа. к, ногернузЪ 
его на 180° около дивш АВ (фиг. 57) пли Т.К (фигура 58), споза, приве- 
демъ ето въ ту ше плоскость. 

По этому равпые треугольники мы называемь тождестеенио равными, 
когда ПХЪ МОЖНО СОвЫБОТИТЬ, де ВЫВОДЯ изЪ пдоскоети. и симметрично 
равными, вели ие выводя изъ плоскости ихъ совыветить нельзя; иваче, 
есзи троузольвики тождественно раввы, то говорлтЪ, что равенство ихуЪ 
трлшов, & если треутольлики слиметричео разпы, — равенетво ихъ 
обратное. 

Покаженъ призвакт, по которому всегда можно отэичить равенство 
прямое отъ равенетва обратпаго, т.е. будуть ля треугольники тождественно 
или спиметричио равны. Пусть вутум: п пуи,м, (фиг. 59 табл. ШП) будуть 
два равпыхь треугольника, расположеяныхь въ одпой пхоскоети. Соеди- 
вииъ соотвфтетвениыя вершины давныхъ треугольниковъ прямыми дня? 
ЯУП т, том, тв» и изъ оропавозьвой точки а; проведем три пряжзыя 
пинйг а, 4:6, а.Ъ, соотефтетвенио равныя п параллезьный этинь трем 
ФОФДИННТедьНЫвЬ ИНИЫЪ тя, у, тя. Соещиниюъ точки В, 6. 6. 
пряхыми, нолучиыь новый треугольшикъ 5,5.0., который вазываемъ чепо- 
моателенымь; при помощи этого треугольника п опредфзимь, будуть ан 
дащные намъ треугольники тождествевно раллыми или симметрично 
раввилыи. 
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Дая удобства изозфдоватя мы передвливыь треуг. зрым, въ позое 
позожеше р.рор» сообщить вефыъ ого точнамъ постунательное верезф- 
щене равное н пераллельное яли, такъ чтобя точка р, совпадал еъ точ- 
кою т. При этожь и вспоуотательный треугольшиь Ы,Ь.В, изуфнитен; 
всф его точки пройдуть пути равные п параллельные зи, или а, 6, ТакЪ 
470 вца.а, будетъ иовое положен е вепомотательнато треугольныка, при 
чемь Л ааа, — Л В.5.В,. Такъ павъ неремфщене Л влл, въ положе- 
л}о Р.рьР, совершалось въ изоекости, то равепетло троугольяиковь жит, 
и вт, будоть таное же, какъ и равенство треугольшивовь даиит, 
и р.Рр. т.е, есжи первые тождествение равны, то и вторые тоже, 
если первые сизнетрично равпы, то я вторые симметрично равны. По- 
этошу какую завпопиоеть пайдемь между треуг. азаз, и ровевотвомь 
треугольникозъ тт. п р: рер, такая спо возиенмость будетъ существо- 
зать между ДВЪБ, и разенетвонь треугольниковь уни, И пульт, 

Разберемь различрые случаи, которые змогуть представиться при 
построеви вецомогательнаго треугольшика а,и.ах. 

А) Веё три верщины ааа, могуть сшиъся въ одну точву — треуг. 
аи;а, обратител въ точку, — зпачить и точки 5:65, схилнеь въ одну 
точку, а это показызаеть, что зе три разстояшя ®;м,, мп», ум. равим 
п параллельны между собою; поэтому сообщивь трем вершинам т, м; м 
дпжене постуиательное ва путь равный жт,, вы приведень Аим, 
хЪ совпадев!ю ‹ъ Л тутоли;, & это вОЗлоЖВО ТОЛЬКО вЪ тОмЪ случа, еези 
они быти тождественво равны. Поэтому случай, когда, воломогатольный 
треугольник а.л,а иди 5..6, обращается въ точёу, есть првававь пра- 
зато равенства данпыхъ треугольноковъ.. 

В) Мошеть случитьея, что дв вершишы треуг. вали» сдиваются въ 
одну точку, & третья съ вами не совиадаеть — треугольникъ ваза, обра- 
щается въ прямую аишю, Положимь, что точка а, совнала съ точкой 
а,:— Это значйть, ЧТО ТОЧЬИ р: п. бОВИОДЕЮТЬ СЪ тОЧЕаМН и и #1, & 
третьц вершиеы р; и т, де совиадають —а это и есть хоть случай, 
когда треугольники сиуметричио равты. Если бы совпали точен я; И а, 
то мы аолучпли бы, что вершины р. и В» совиадають сь т, и м;, а 
В; п, ве совиадаюгь; если совпадають а, съ а то это значить, что, 
если бы мы сообщили треутольшику ч.ньн, поступательное перемене 
равкое п паралхельвое вым,» вафото первыфщения равнаго и парахаезьнаго 
ия, то п, м я, совпали бы съ пы и т», а п, съ за, не совнахи бы, значить 
опять троутольнньи стиметрично равиые. Поэтому совпадеше хвухь 
кахихь либо вершинъ вспомогательнаго треугольника, причемь онъ обра- 
щастея въ вряхую лоцю, есть призцакъ обратизго равенства хавныхь 
треугольников. 

С) Мошеть случиться, что при поступательномь передвижени /\ я", 
зъ полощене Д\р.р.р, только одна вершвие р; совпадасть м, и ип одиа 
вершина вспомогательного треугольника ааа, ве совнадаеть съ другою. 

Туть представятел дза случая: 

а) Равевство треугохьипеовь ф.рурз И мини (фиг. 60 табл, ИП пря- 
мое. Значить треутозьнивь р.рур можно привести въ совпадеше съ 
Аллит, вращешешь его 0к0до ТОЧКИ 4; 10 ВЪ таКОМЪ С1уча Д рии, 
дозжешь быть равенъ углу рукьй» потому что при врашешы угловых 


персыыщешя войхъ точекь равиы между собою. Пусть ий и ви 
будуть верпендивуллры онущенные изъ и, на пряный т‚р, п эй», тогда 
Свт, Доратань и Дни ПД ровув, по Ио рийит, == Иру 
позтону и Дни: = (тм, м, прпбавя къ раввымь зезичтийлив одлит, 
п ТОТЬ 6 }ЕОлЪ ий, получииы Филя, -- И тов = Дит Е Дтытй 
т.в. Два Итиьтуу по уголь 1 есть уголь между пероепхикулярами 
зи разеяъ, поэтому, углу между прямыми мзр, пзизр., ша которыя опущены 
эти перисидикуляры, а тавъ гакт а.о, парахлельна т.р, паза» параллель- 
ца ур то ДРЫ.ЕИ азаза», значить окончательно / алла == Донни» 
Но уголь шутит, 10 0° и не 180, значить и угол. ааа: пе = 0 и це 
— 180%, т.е. три точки @, а. в» ив лежать на одной примой, а обра- 
зують ифлоторый треугольииеь, иующЕ" копечиую изощадь. 

Ъ) Равепетво треугольниковь маи, в фур, (фиг. 61 табл. НГ) 
обратное; у иихъ есть общая вершпиа я, сяфдовательно сушествуетъ 
ибвоторая прямая и, М, отпвоснтельшо которой эти треугохьшики расно“ 
зожечы спуметрично; соединительныя лин! яыр, п мур, дояжны быть 
перпепдивулириы въ этой прямой м, №, п потому 06% ошф между е0бою 
паразаельны, и проведениыя нораллелью иль изъ одпой и той жо тозии 
стороны в,и, м @;а, вепомогательнато треугольникй составлнють одпу 
прямую линйю, такъ что вермины в, а» а», лежать вой три ша одной 
иримой, и вепомоталельный треугольник» ображаетея зъ прямую лиш. 

Сзодл выфстф раземотрённые четыре случая, получаем окопчательно 
такой признак дзя узилия, будуть ли дашвые треугольшики равны 
тошдественно или симметрично: еслш оеномоминельный треуюдьнихь обра- 
щается 95 зночку или имиеть конечную площадь {олучан А. пб, а.) — 
то зареульнихи тождественно равны, если эее вспомонителный тубузольяткь 
обращается въ прямую линйю (случаи Ви С.В) — по трополиники дан- 
пые будунь сичиетрично равны. 

Евли два треугозьиике тождественно равны, то мы можемь считать 
5х» двфыл послфдовотельными положеняши одного треугольники, движеу- 
Щаго въ своей изоскоети, & вели опи симшетричио равны, 10 пельзя пхъ 
считать двумя положеями треугольшика, дицаущагогя пъ пдоекоети. 


15. Мы доказали, что треутольннкь движулийсн въ его 
плоскости, можно перевести изъ одного положены въ другое 
зращешемъ около н®которой тоаки, лежащей въ той же 
нлоскости; въ такомъ стучаф и пел илоская фигура, которой 
пранадлежать три точки — вершяны треугольника, приве- 
дется зъ новое положеше тёмъ же самымь вращешемъ, 
такъ что: мензлиьняемая плоская филуре, движущаяся не 
выходя изь 0000й плоскости, можеть быть переведена из 
одною свод положешя в5 друюе посредствомь вращент 
около нъкоторой определенной точки, лежащей в5 той оке 
плоскости и называемой центром вращемя фигуры. Для 
нахожденя центра вращеня доетаточно знать новое поло- 
женше двухь точекь фитуры, такъ кажь тогда мы будемь 
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имфть и двЁ прямыя, соединяющуя два послдовательныхь 
положещя одной и той же точки фигуры, а на пересфченйи 
перпендякуляровь, возетазленныхь изъ средины этихь пря- 
мыхь, будеть находиться и центръ вращены. 

Можеть случаться, что веб перпендикуляры къ соеди- 
нительнымь лищямъ изи вовпадають или параллельны между 
собою-— это случится, еели всфиъ точкашь фигуры дтя при- 
ведензн ихъ въ новое положене надо сообщить поступатель- 
ное движене, а нс вращалельное; но мы и этоть случай 
подведем подь общее правило, разематривая поступательное 
дьпжене вакъ вращене около оси находящейся въ безко- 
нечно большомъ разетояни. 

Такъ вакъ иры доказательств нашей теоремы мы яп- 
ч$ыъ пе. ограничивали промежутка времени, въ течени 
которато треугольникъ переходить изъ одного положена въ 
другое, то она будеть справедлива кажъ для конечныхе ме- 
рентщенй, такъ и дла безконечно малыха — элементарные 
перемтщенй, совершалищихся въ безконечио малый проме- 
жутокъ (элементь} зремени. Изь нашей теоремы не са%- 
дуеть, что плоская фигура, движущалея въ своей плоско- 
сти, переходять изъ одного положеня въ другое нейременно 
зращательнымь движещемь; напротизь того, ова въ дЁй- 
ствитезьности совершаеть этотъ переходъ, по бользхой части, 
инымь движещемь; вели же мы пути ея незнаемъ, & даны 
только ея крайни подоженя, то въ тахомъ случа можно 
перемфотить ве изъ одного положешя въ другое разтичиымь 
образоиъ — проще всего вращательнымь хвижешемт 05040 
нфкотораго центра. 

Каково бы ни было движеше плоской фигуры въ еп 
плоскости, мы всегда можемъ разематряваль его важъ по- 
саЪдовательность безконечно большаго чиела безконечно 
малыхь двпжешй (и° 63), причемъ путь точекъ въ кавдомь 
изъ этихъ элементарныхь движенй можно принять за пря- 
молннейный. А тавь какъ при врыдательномъ движени изъ 
положешя, занимаемаго фигурой въ нача2$ промежутка 
времени, въ положене, занимаемое ею въ кондё того же 
промежутка, пути точекъ будуть дуги крутовъ, и эти дуги съ 
уменьшещемь промежутеа времени будуть приближаться въ 
хордамь, то въ предлЪ, вода этоть промежутовь сдБ- 
лаетсл безконечно малымъ, дуги совпадуть съ хордами н 


113 


движен!е сдЗлаетея ирямолинейнымь. Тавимь образомъ без- 
конечно малыя перемфщешя точекъ фикуры при враща- 
тельвомь движенш будуть тавовы же, вкажими по условно 
должны быть ихъ одементарныя движения, отсюда и заклю- 
чаемь, что элементарное двиокене неизминяемой плоской 
физуры в5 ен плоскости есть движене вралцательное около 
нькоторой точки лежащей в; той же плоскости — центра 
врещеная. Такъ какъ для важдаго слбдующаго промежуткй 
времени центромъ вращешя будеть служить другая точка, 
ч®мь для предъидущаго, и около каждой изъ нихъ вращев!е 
совершается только въ теченш одного безконечно малаго 
промежутка времени, то каждая изъ этихъ точекъ вазы- 
вается линовеннымь центром вращенн. 

Тажь кавъ пути описываемые при движев и точками 
тЪза будуть дуги круговъ, ошисанныхь изъ одного и того 
же дентра — мгновениаго центра вращеня, то нормали №5 
тразиторнме различныхь тачек двужущейся фуры, прот 
веденныя изз положений, занимаемыть точками 05 один и 
лиоть же моменть времени, пройдутзь всф черезь одну и 
ну оке точку, которая служить зановенныме центром: 
вращенвя для этою момента. А тажъ какъ движене враща- 
тельное, то скоросуи фазличныхь точекь физуры периенди- 
кузярны ко разстоннбяме ита отъ замовеннао центра и про“ 
порональны этимь разстонияме. 

Если извфетно въ вакой - нибудь моменть направлене 
скоростей двухъ точекь движущейся фигуры, то найдемъ и 
мгновенный цевтрь вращен!я для этого момента, проведя 
чрезъ каждую изъ точекъ перпендикуляръ къ направлению 
ея скорости и находя точку пересёчешя этихь пернендику- 
ляровъ; нужно только такъ выбрать эти точки, чтобы ихъ 
скорости не были перпендикулярны къ прямой ихъ соеди- 
нающей. Кели же и при выполнены поелвдняго услойя ихъ 
скорости параллельны между собою, мгновенный центръ вра- 
щения находится въ безнонечности и элементарное движене 
есть поступательное. Когда мы кромз направлен1я скоростей 
двухъ точекъ знаемъ еще и величину одной изъ скоростей, 
10 мы можемь найти екорости возхь точекъ, потому что» 
разаФливь эту извфетную скорость на фазетолье ея точки 
отъ ыгновеннаго центра, найдемъ угловую скорость, & по угло- 
вой скорости легко найти и скороети веЪхъ остальныхь точеяъ. 


76. Найденный пами свойства движеня плоской фигуры 
дають способъ проводить нормали и васательныя въ зри- 
вымъ, описываемымт. точками движущейся неизифняемой 
плоской фигуры. Покажемъ это па ябсколькихь примфрахъ, 

1) Пусть АВ (фиг. 62 табл. ГУ) будеть прамал лия 
опредёленкой длины, воторай движется внутри прямаго 
угла УОХ  такимъ образомь, что ея понекь А остветея 
на ви ОХ, а конець В—на оси ОУ. Траектория точки А 
будеть прямая ОХ, лозтому мгновенный иентръ находится 
на перпендигулярь, возстановленномъ изъ точки А кь оби 
0.Х; точно также тразвтовюй точки В будеть ось ОУ, 
и цептрь вращеня находится па перпепдикулярВ, возетав- 
ленномъ въ В къ оси ОУ; точка пересфчени С’этихь иер- 
пендикуляровъ и есть мгяовенный центръ вращеня лин АВ. 
При такомъ движени прямой АВ траэктор!я какой угодно 
точки 1), взятой па этой прямой, будеть элицеъ, вси кото- 
рато направлены во ОХ и ОТ и равны соотьтственно ВО 
п 40. Прямая СБ долина быть’ нормалью къ траэктори 
точки 0, значить прамаа ЕЁ, перпенднкуларная въ РО, 
будсть кавалельною къ олипеу, о воторомъ мы товорили. 

2) Пусть АВЬ (фиг. 68 табл. ПП) будеть прямая ли- 
я, движущаяек талимь образомъ, что всегда проходить 
зрезъ дапную неподвижную точку О и имфеть свою точку В 
на ноподвижной прямой ММ. Скорость точки В паправлень 
но прямой ЛЕМ, значить перпендивулярь ВС, возставленный 
изь точки В къ прямой ММ, пройдеть черезь мгновенный 
центръ вращевя движущейся прямой АР. Точка ‘этой пря- 
мой АД, въ данный моменть находящаяся въ О, по проше- 
ети безконечно малаго промежутка времени удалатся ва 
безконечно малое разстояше отъ ), лежащее на безконечно 
близкомъ положени движущешся прямой, и потому скорость 
ея будеть направлена по этому безконечно близкому поло- 
женою движущейся прямой, которое въ прехфд совнадаеть 
въ АВ. Перпевдикулярь ОС къ прямой АЛ, во этому, тоже 
должен пройти черезъ мгновенный центръ; значить мгновен- 
нымъ центромь м будеть служить точка О, пересвчен® пер- 
пендикуляровь ОС и ВО. Точка № взятая тд нибудь на 
движущейся прямой опишеть кривую, называемую хонтоидой. 
Лина СР будеть пормалью въ вонхоидв, & прямая ЕЁ, 
перпендикуларная въ СВ, — касательною къ ней. 
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3) Пусть АВ (черт. 64, табл. ТУ) представляеть пря- 
мую лино постоянной длины, кочцы которой движутся по 
окружностямъ. круговъ имбющихь центры въ точвахъ Ои 0. 
Нормалями къ траэкторамь точекь Ди В будуть рамусы 
АО и ВО' окружвостей, ими описываемыхь; точка ветрфчи С’ 
продолженныхь ралусовь ОД и ОВ п будеть мгновенный 
центрь вращешя прямой АВ. Чтобы найти касательныя къ 
тразкторямЪ накихь утодно точекь 2, )’...., взятыхь 
18 АВ, надо соединить эти точки съ точкою О’ и провести 
прямых ЕЁ, ЕЁР,...., периендикулярных въ ШО, 
Вс, ..., 

По этимь тремъ иримфрамь видно, какъ сяфдуеть ноету- 
пать и въ другихь подобныхт, случаях». 

71. Оть элементарныхь движенй непзмфняемой плоской 
фигуры, движущейся въ плоскость, перейдем» въ движенио 
ея въ копечный промежутокь времени, составлепному изъ 
этихь элементарныхь вращение около мгповенныхт центровтъ. 

Положимъ, что движущаяся фигура должна сперва ио- 
вернутьсл окохо точки С’иа уголь а, потомь 05020 точки С’ 
ва уголь в, далфе около точки С" на утоль 9» пот. д. 
Возьмемь фигуру въ ея пачальномъ положены, когда она 
только что начинаеть вращаться 08010 точки с прозедемъ 
въ ней прямую СТ, (фиг. 65, табл. [\), состазляющую еъ 
прамою СС’ угояъ равпый 2, отложимъ па ней длину ОО, 
равную СС’, и проведемь изъ точки С, прямую С.М, такъ, 
чтобы / №0! (== /. С"С0. Проведемь, даафе, прямую С.С. 
30 длин разную С"О’и образующую уголь С.С, № равиый 
@, отъ точни С, проведемь сначала прямую (С.№. тавъ, что- 
бы С. №,С.С; = Д.00", п затБмъ проведемь прямую 0:0», 
равную С"О” и составляющую съ СЬ№ уголь равный а, и 
т. д, Такимъ образомт построимъ многоугольник (.0.С%,.... 

При вращени всей фигуры около точён С ив уголь ©, 
точка (С, совпадаеть съ точкою Си прямая С.М; въ пря 
нор С'О". Шри сахующемь вращенш около точки С’ (съ 
Боторою тенерь уже совпадаеть точка (1) на уголь в, пря- 
мая С.С», совпадегь съ 0’С” и точка С, съ С", а прямая 
О.№ съ прямою 0"С"; при новомъ вращенш около С” на 
уголь а, точка С; совиадаеть съ точкою С", ит, д. Такимъ 
образомъ получаемь, что велфдетые даннаго посл®дователь- 
нато ряда зразценй движущейся фигуры около точекъ С, С’, 


<",..... етороны многоугольника 00С.5..... поелфдова- 
тельно совпадают со сторонами многоугольняев ОО'С"О". 
т. е. мвогоутольникь С0,С.... катится по многоугольняву 
©0'0'0".... Ио отеюда, обратно, мы вправ® заключить, 
что, если мы соединимъ движущуюся фигуру неизмВнно съ 


многоугольвикомь ССС, и заетавимь этоть многоутголь- 
викъ катиться по многоугольнику СС’С"С"...., то опъ с9- 


общить фигур%, съ нимъ инеизыВнно связанной, какъ разь 
то самое движеще, которое она и должна имЪть. 

'Прилагая эти разсужденя къ ряду эзементарныхь вра- 
щенй около мгновенныхь осей, составляющему конечное 
движеве плоской фигуры въ ел плоскости, получимь, что 
многоугольник 00’0”О".... обралитея въ нбкоторую 
плоскую фитуру, представляющую  геометричеекое м$ето 
мгловенныхь цеятровь на нлоскости, & многоугольникь 
00.6.0:.... въ другро плоскую кривую — геометрическое 
мфето точекъ узла, послфдовательно совпадающихь съ мгно- 
зеннымь цевтромъ. Движене везхъ точекъ фигуры будеть 
таково, какое получилювь бы, если бы фигуру соединили 
херазрывно со второй кривой, а эта кривая катилась бы по 
первой кривой. Значитъ: монечное двнокене плоекой филуры, 
движущейся в5 своей плоскости можно воспроизвести, застив- 
аля напоторую кривую, неизмтнно связанную сё фиурой, 
катиться безь сколькеня по дуулой кривой, неподвижной в5 
пространстоть. ЛИновенный центуь будеть совнадать с5 
заочкою касаая этихе двухз нривылл. 

Опредфламъ тецерь уголь поворота а; Да, = / С.С, 
= АООТ, + АТОМ, г д ТОМ = ТОС", в ебля 
пазовемь черезь = утоль 1"0’О” — уголь смежности непа- 
движиой кривой, & черезъ =, уголь 710,05 — уголъ емежвости 
хатящейея кривой, то а, = г --®; называя 42 элементь 
дуги ОС’, или равный ему элементь дуги СО, (потому что 
тачене совершается безь скольжены) н черезъ ® скорость 


передвижения точен касазИя по той изи другой кривой, такъ 


&3 3 т 
что # ЧЕ И @9 == ой, то = а т, тд Я есть 


ражусь кривиены пеподвижной, а А, — подвижной кривой, 
и въ случа, если кривизны обфихъ хривыхъ направлены въ 
разныя стороны, 
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если же кривизны Бризыхь обращены ВЪ одну и туже сто- 
рону, то 


1 1 
или в ( &), пли @ 


смотря потому будеть зи В, > В я В > В, 

18. Оть движетйя плоской фигуры въ ел плоскости легко 
перейти въ движению неизифнлемаго тёла, веВ точки вото- 
фато перемщаются параллельно данной неподвижной ило- 
свости Р. Для этого разсмотримь точки тВла, лежапя въ 
завой-нибуль плоскостиР', проведенной черезь тБзо- парал- 
лельно плоскости Р. Совокумность этихъ точешь образуеть 
икоторую плоскую фигуру, по все время движешя не выхо- 
дящую изъ своей плоскости Р. Но элементарпое движене 
этой плоской фигуры, какъ нами выше найдено, есть вра- 
щеше около вфкоторой точки (С, находящейся въ плоскости 
.Р, или, что одно ы тоже, врыщене около периендикуляра 
въ плоскости Е — а потому и къ плоскости Р — проведеп- 
наго черезь точку С; а все тВло, неизиВнно связанное с® 
фигурой, о которой мы говоримъ, принамаеть участе въ 
этомъ же движени. Значить элементарное движене неизить- 
дело зивердало ттьла, веть точки которало перемущаются 
параллельно данной пеподвименой плоскости, будеть вращас 
зпельное движенще около иткоторой осн, перпендикулярной къ 
этой плоскости. Эта ось называется меновенной осью вра- 
щещя. Можетъ случиться, что мгновенная ось вращеня на- 
ходитея въ безконечномь отдахенш — это показываеть, что 
элементарное движеше есть поступательное движение. 

Конечное движене тёла параллельно нлосности получится 
изъ конечнаго движеня плоской фигуры въ ся плоскости, 
только вмЪето мгновенныхь центровь надо брель перпенди- 
хуляры, возставленные въ нихь къ плоскости, — мгновенных 
вси, Тогда дз кризыл, качажмемь которыхь можно восиро- 
извести двивеше фигуры, замфнятся двумя циаинхрическимя 
поверхностами, у которыхъ эти вривыя будутЪ служить обра- 
зующими, тавъ что мы получаемь такую теорему: Конечное 
двиокеме неизмьняемам читала, веть точки которо перемт- 
щаются параллельно нткоторой неподвижной плоскости, 
можно воспроизвести, заставляя нткоторый цилиндуь, нет 
чамюнно связанный св тэломь, сз производящими, перпенди- 
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пулярными кь неподвижной плоскости, казтнтьел безь сколь- 
экошя по друюму чилиндру, неподвиаюному въ пространстоть, 
сё производящими также перпендикулярнымн къ зной же 
плоскости. 

Производящая, по воторой касаются въ далный моменть 
эти два дилиндра, будетъь служить мгновенною осью враще- 
мял для дамнаго момента. Нелодвижный цилиндрь будеть 
геометрическое мфето мгновенныхь осей въ пространств, а 
ватащся цилиняръ-—геометрическое мфсто точекъ, прина- 
длежащихь тфлу и вовпадающихь послёдовательно съ мгно- 
вепною осью вращешя. 


$5. Движеще тфла, имбющаго неподвижную точну. 


79. Раземотримъ теперь четвертый родъ движевй воз- 
‘можныхъ для неизмвпяемаго твердаго тфла—ото движеще 
тФла, одна изъ точекъ котораго во вее время движени 
остается неподвижной. Для разсмотрфайл, какое въ этом 
случа получится движеше, мы употребнхь аналитичееый 
пыемъ, который и опредфанть зазиенмость между скоростями 
различных точек ть2а. 

Такъ какъ мы имземъ дЁло съ неизмфнлемой системой 
точекъ, то выразимъ аналитически непзмняемость взапиныхь 
разстояйй точежь. Отнесемъ положеню точекъ епетемы жь 
тремъ взаимно-перпендивулярнымъ прамолинейнымъ коорди- 
натнымъ осямъ п, для простоты, возьмемъ за начало коор- 
динать неподвижную точку тёла, направлене же осей про- 
извольное, Назовемъ координаты одной какой-нибудь изъ то- 
чекъ яхфла, ЛГ, черезь 2. 9,2, а координаты другой, М, 
черезъ 2’, у, 2, раветолше точки ЛГ оть начала координата 
назовежъ , разстояще точки № оть начала координать — 
”, а взаимное разстояше этихь точекь ДГи №—1 тогда 
будемь ныть: 


ани... ау 
у фи-е + =8 


лаи, раскрывая скобки въ послёднемь выраженш, 


ру — 9 — Зуи" — ага Нуа- 


8 


откуда 
дан у на = ЧФ). .... (3) 


Такъ камъ за начало координать взята неподвижная точка, 
тВла, то ги Хх для однихь и ТЬхЬ же точень во все времл 
движешн будуть имЪть кослоянныя величины, равно кавъ й (. 

'Продифференцируемъ уравнев (1), (2) и (3), и получимъ: 


зах - уду - 4 = 0... (+) УЧ -Е 247 ==... (5) 
зах -- уау -- 24г = — уау - 242)... (6) 


Эти уравнешя и представзяють собою т уедовз, вото- 
фымъ должны удовлетворять элементарныя перемфщеня то- 
чекъ нашей пеизмвнясмой системы, чтобы быть возможными. 
Замфтимъ, кетати, что (4) и (5) формулы выражать уело- 
вю, что элементарныя перемфщен, а потому и скороети 
точевъ тёла должны быть перпендикулярны къ ихь ражу- 
самъ векторамь ^ пли #'. Раздёливь эти выражешя на @# 
получиыъ уеловя для скоростей точекь. Няпишемь услоше 
для скоростей, получаемое изъ равенства (6) 


Ха и и ау аи 
в НУ = ао а) 


Это уравневе свазывасть встйя дв точки внстемы, и 
вторая точка № взята произвольно. Но мы уже указали, 
зто движене везхъ точекъ енстемы опредфзится по движе- 
во трехь какихь инбудь точевь системы, такь БаБЪ эти 
три точья намъ виерель не заданы, кромф условя, что оп% 
не должны лежать на одной прямой, то выберемь за эти 
точки три точки 4, В и О (фи. 66, табл. ГУ), лежащия 
на осяхъ координать въ разстояви равнохъ единиц длины 
оть начала координать: А на осн 2’овь, В на оси у’овь, 0 
на оси 2’овъ. Возьмемь за точку М послёдовательно каждую 
изъ этихь трехь точенъ. Боординаты ихъ будуть 


для точки =: а, = 
дая точки В: 
для точки С: 


и проекци ихъ споростей на координатных осн обозначимъ: 
4: 


Ча ау: | 
{> 4? а 


и 


Примфнля въ каждой изъ нихъ формулу (7), получимь 
три нолыхъ равенства: 


Ча 
# 


аи — 
® = 


4: 


4 


но изь формулы (5), 
А, Ви С, получниь 


Ч 
я — 9 


значить 


} 
| в 
| 


Изь этихъь формуль видно, ‘что проекци скорости какой 


нибудь точки на координатныя оси выразятся въ зависимости 
ау, г, Чт, Чи, 
оть координать точки и оть шести величить а АВ `аро 


97, Пи» 
а,» ОдНиХЪ п тВхЪ ме въ каждый данный моменть для 


вефхъ точекъ твла. Эти шееть величинь суть проекпя на, 
координатныя оси скоростей точекь 4, В, С; но по пеизм\- 
злемости взаимнато нхь разетояни, п между ихъ скоростями 
должиа существовать ифкоторая вависимость, такъ что ие 
веф эти шесть везичинь можно брать произвольно. Чтобы 
обнаружить Зависимость между ними, примфияемъ формулу 
(7), поелбдовательно къ точкамь Л и В, Ви С, Си, 
и получимы: 


ша 


120 


ву 
И тавъ мы видимъ, что изъ шести величинъ -д,..., 


Ё . 
че, три равны, съ обратными знаками, другнмъ тремъ; на- 
зовемь ихъ обиця величины особыми буквами: 

92, бу 45 Чу; 4 п 

% & @ & & ` 


оса такихъ обозначенй формулы (8) обрататея въ 
слдующи: 


а ) 

а = 8 — му 

м = в — а: ..... (9). 
«# . 

в = 


2 


Эти формулы сходны съ т6ув, лоторыя (и 71) выражають 
<корости для вращательнато движеня оволо осн, проходящей 
зрезъь начало гоординать, и имфющаго угловую скороеть 
оу и. Изь этого мы закаючаемь, что в 
хаждый моменте времени движкеше зттъла, имтющалю непо- 
движную эточку, есть врецеще 0колд нъкоторой оев 65 нъ- 
которою узловою скоростью ®. Кром аналогш съ формулами 
Эйлера къ тому ме заключено можно ирШти прямо, оты- 
свивая по формуламь (9), нётвь ли кром8 точки О еще дрт- 


гихь неподвижныхь точекъ въ тАаф; Для нихъ должно быть 
аз бу а: 
о шо в 


0, что дзетъ намъ три уравлешя мезду 


га гу 9, ет ИЕ 0, 4 р 0. 


откуда 


т. е. этому уеловйо неподвижности удоваетворлють всф точки 
тьав, лежашйя па прямой линнь проходящей зрезъ начало 
координать и составляющей еъ воординатнымя осями углы» 


565ю уовъ = -== 


ш:. 


зрамал и будет» овыо вращешя для даннаго момента вре- 
меш; угловая скорость будегь == Ув = Ёи?, кавъ 
указано выше. Такъ какь и, ©, в по величин произвольны, 
т0 для завдато другаго момента времени они бухуть имфть 
другую величилу, а потому будеть мнлтьел. и налравлеше 
вен вращения и угловая скорость; на этомъ основан эта 
ирямал, служащая осью вращегёя только для одного момента, 
называется леновеннной осмо вращения. 

80. Нокажемъ, какъ можно прйти къ тмъ же резуль- 
татамъ геометрическихь путемъ. 

Мя выЪемь лвпжущееся непзмфилемое тбло, одна изъ 
точевь хотораго остается неподвижной; возьмемъ эту чочку 


за центръ, и гакимъ нибудь рамусомъ, паприм8ръ радусомъ 
завтымь единиц длины, опишемь поверхность шара. Эта 
поверхность, въ пересфчени съ пашпиыъ тфаомъ, даеть нз- 


которую сферячесвую фигуру; пря лвижен т®ла эта фигура 
будеть двигаться по поверхиости шара, м, наобороть, дви- 
жеше этой фигуры опредфлить собою двжене тБла, еъ нею 
неизмфнио связаннаго. Звачить, выфето движешя тЪча до- 
статочно разсмотрЪть движетме этой сферической фигуры. 
Для опредёлени положення вобхь точекъ сферической 
фигуры достаточно зиать положеня только двухъ заранфе 
выбранных» точекъ ея. Нусть А п В (фиг. 67, табл, ТУ), 
будуть дв выбраниыл точки, № и ВБ’ Ш— ихь новыя по- 
ложешя по прошествш нзпотораго промежутка времени. 
Проведемь дуги болытахь круговъ АВ п А'В п продозжихъ 
нхъ до пересфченя въ точкЁ С, и, взавъ па второй изъ нихъ 
длину А’С’ралную АО, получимь точку С’, которап есть 
ховое положеще точки С. Чтобы’ найти погое положеше 
какой нибудь точки ЛГ сферической фигуры, надо соединять 
ее съ извЪетными уже точками 4,БВ,С, системою какихъ 
пибудь координатъ. Соединимъ, наиримфрь, 47 съ С дутою 
большато прута, м, проведя черезъ С” дугу О”№' такъ, чтобы 
С 2Г'О'А = Д МСА, и взявъ диву дуги С'М’ равною 
ялин% дуги СЕ, получимт точку ЛГ-—новое положеле точки 
АГ, потому что М’ относительно дуги 4’ В’ занимаетв такое 
же положеше, какое М занимаеть относительно дуги АВ. 
Поемотримжъ теперь, пфть ли на поверхности шара такой 
тозхи, принадлежащей фитур® изн неизмЁнно съ ней свя- 
запной, дая которой новое положене совпало бы съ прежномъ. 


которая, значить, при переифщени дуги АВ въ позожене 
АВ’ остаетсл неподвижной. Положимтъ, что такая точка есть, 
пусть это будеть точка `Р. Если вовое положеще точки Р 
есть опа же сама, то, значить, СР = О'Ри /.РОА = [РСА 
но если СР = С'Р, то сферическй треугольникъ ОРС" сеть 
равнобедрениый, а потому /. РОС’ = /. РОО; уголь зе 
РС’ = 180° — Д РСА, в Д РСС' = Д РА — [4 0А, 
п такимь образомь получаемъ слфдузющее услоше, опредВ- 
дающее позожене точви Р: 


130° — Д РО’А = Д РОА — [. АбА' 
или пропяявъ во внималие, что /, РО’ = Д. РбА, 
2 Д. РСА == 180°- Д АС4 


[РО = 90° 229 


а изъ послдняго равенства слёдуетъ, что дуга РО’ перпен- 
дикуллрна къ дугф ОТ, дваящей пополамь уголь ВОВ’. 
Чтобы найти хлияу дуги СР, проводимъ изъ Р’ дугу боль- 
шато круга РГ, перпендикуляриую къ СС’. Точна Г, будеть 
середина дуги СС”, ота дуга извфетпа, уголь РОС’ тоже 
опредёлень, и получимь пёЪ прямоугольнато еферическаго 
треугольника РЁС: 
10Е #5 1260 


Сойвов` бт врава” 


Ш СР = 
Тактиъ образомь мы яашхи точку, которая при перем$- 
щензи фигуры осхаетея на прежнем мВст%; есть еще другая 
такая точка—9т0 неподвижная точка тВла, центрь нашей 
шаровой поверхности; а мы вадфли, что въ этомъ случа и 
ве точки прямой линш, проведенной черезъ эта двф точки, 
тоже останутен неподвижными, и это показываеть, что все 
1610 можно было перевести изъ одпого положевя въ другое, 
вращая ето около ифкоторой оси, —въ дажномь случа 0020 
прямой, проходищей чрезь неподвижную точку О и чрез 
точьу Р—на нЪкоторый опредфленный уголъ. 
Разсуждая, какъ при раземогрёны демжены лзоской 
фигуры въ ел плоекости, мы завлючаемь, что элементарное 


_——88_ 


Овнжеще тиълц, изльющело одну неподвижную точку, есть 
врадцеше это зна оволо плокоторой оси, проходящей чрезь 
неподвижную точку. Такъ какъ для слёдующаго безконечно 
малаго промежутка времеви ось ‘вращеня будеть другая, то 
эта ось называется зановенною осью вращеня. Снорости вевхъ 
точекь тфла будуть вращательныя скорости, выражаемыя 
формулами Эйлера (7 71). 

81. Чтобы перейти отъ элементарнаго къ конечному двн- 
меню, замФтимъ, что положеня, поедфдовательно залимае- 
мыя мгновенно осью вращешя въ пространствЪ, образують 
который конусъ, имфопиЙ вершину въ леподвияуной точкё 
тЪла я самъ пеподвижный. Ноложен, занимаемыя этою же 
мтновснною 0650 въ тва, образуютъ второй копусъ, ямбющИ 
ту же вершину, что и первый, и движулийст вызст® съ 
1фломь. При движенш тёла, производяция втораго конуса 
послёдователько приходятт въ совпалеше съ производящими 
первато копуса на одно мгновеше, около этихъ совпавшихь 
производящихь произойдеть эдементарное вращене, затЬмь 
совпалуть слфлуюция производлиця, н т. д. т. е. второй 
ковусъ катится безъ скольмешя по нервому конусу. И, на 
оборотъ, если, связавь непзызнно второй вонусъ съ тВломъ, 
заставишь его катиться по первому, неподвижному конусу, 
10 сообщимъ зс5мъ точкамь тбла то самое движеше, которое 
они имЪють на самомь дл». На этомъ основам можно 
сказать, что пакима бы образом, ни делалось энтьлю около 
неподвижной ео точки, это движене есть иичто иное капь 
движене ‘нкоторазо вонуса, хоторало бершина есть эта не- 
подвижная точга, в который казиийсл, не скользя, по бруюму 
ненодвниеному понусу, имюющему ту оке верщину. 


$6. Движене неизмфняемаго т6ла, неподчиненное никанииъ 
условямъ, Винтовое двищеше. 


82. Разсмотрвъ веБ частные случаи движещя неязм- 
нлемой системы точекъ, нерейдемь въ общему случаю, когда 
движеще тБла никаких другимь уеломямъ нелодчинено, 
Бром услойя нензмЗинемости взанынаго разстолшя точек. 

Пусть 4, В, 0, Б....- (фиг. 68, табл. ТУ) будуть 
точки системы въ иЪкоторый данаый моменть времени; 


1 


А, В, СбЬ,. —пхъ повыя положешя по истечеяш 
нфкотораго промежутка времени т. Если памъ даны только 
дав положеня точевъ скетемы, соотвфтствующя началу и 
концу промежутка времени т, а пеизвфетенъ тоть путь, по 
которому совершалел переходь изъ одного положены в дру- 
тое, то перевести систему изъ одного положеня въ другое 
мы можемъ весьма различными способами; зоть одинъ изъ 
проетВйлихъ. Сообщимъ скачала всей системВ поступательное 
двнжене, равное АА’ перемфщенио одвой изъ точекъ тёла 
„А; оть этого вс точки твла передвинутся ва путь равный 
и параллельный АА’, назовемъ новыя ихъ положешя чрезъ 
В, С, Л,.... Велдотые такого движешя только одна 
точка А пришла въ свое окончательное положеше, & чтобы 
остальныя точки привести на ихъ настонния м%ста: В’, С”, 
р, Е,..... надо еще сообщить всей снетем» такое дви- 
жеве, чтоби точка В прошла путь ВВ, точка О путь 
0,0", и т. д. нричемь точка 4 должна остаться на своемъ 
мфетВ въ 4. Но мы знаемъ, что если хотя одна точка та 
должна остаться при движеши неполвижною, то двивеше 
остальныхт точевь его будеть вращешемь около вЗвоторой 
96и, проходящей чрезъ эту точку. Значить, чтобы перевести 
спетему изъ положешя 4, В, 0, Ь,.... въ положеме А’, 
В, 0, 1’...., надо нося постухательнато движешя, рав- 
наго АА’, сообщить еще врелцательное хвижеше около ифко- 
Торой овп АГ на нфкоторый опредфленный уголъ. Но если 
бы мы эти два движенл сообщили т®лу одно послф другаго, 
то дан выполвеня ихъ понадобился бы двойной промежутокъ 
времевн, & чтобы исполнить ихъ въ течении одного ханнаго 
промежутка времени, эти два движеня должны быть сообщены 
ТВлу одновременно: то дохлно поворачиватьея около оси, 
проходящей черезъ точку А параллель Л’, а самал эта 
ось должна двигалься такимт лоступательнымь движенезть, 
чтобы въ концф промежутка времени г точка А принла въ А’. 

У насъ изть причины предпочесть точку А другимъ 
точвамь тВла; поэтому мы могли бы сообщить тВяу посту- 
пательное движеше, разное перемщенио другой кажой нибудь 
точки тёла В илн С ит. д. и ВЪ то же времл вражательное 
движене около осн, проходящей чрезъ эту точку В, О,..... 
Тажиуъ образомь мы получимъ столько тавихь еложныхь 
движенНь еостоящихь изъ поступательнато н вращательнаго 


движен!, которыми можно перевести систему изъ одното по- 
ложеня въ другое, сколько есть точекъ системы, и даже 
боле, потому что мы можем вообразить себф точку, хотя 
и не принадлеяемщую въ систем, но неизыВнно еъ ней свя- 
занную, н движене, которое она въ таномъ случаб имфла 
бы, мощемъ принлть за поступательное движеше тбл, в 
осью вращеня будетф служить яЪкоторал прямал, проходящая 
чрезъ эту точь, 

83. При всемъ разпообразш такихь сложныхь движений, 
у нихъ будеть то общее свойство, что всь оси орищеня бу- 
дутё параллельны между собою. Чтобы въ этомъ убфянтьел, 
положимь, что мы дали вссй систем поегупательное движеню 
3, равное перемфщение нЪФкоторой точкя А6 ин вращатель- 
ное движене около н®которой оси ЛМ, ироходящей чрезь 
эту точну 2/. Проведемъь чрезь тЪло, въ начальномъ его 
положенш, паоскоеть И, перпендикулярную хъ оси вращены 
ЗН., соотвфтотвующей точкф ДГ (чер. 69, табл. ГУ). Когдь 
вен спетема нередвинется поступательныхмь движещемь н% 
путь 28, ве точен зФла, лежавыцл въ плоскости М, перей- 
дуть въ плосвость Л’, параллельную 7. Такъ какь, по 
уедовио, плоскость И, а потому и И’, перпендикулярна ЕЪ 
оси вращеня, то при второмь движенг — вращени тёла, около 
оси АРТ” | МГ.—точки, нежапуя въ плоскости 2, и оста- 
вутся въ эгой плоскости, хотя и зайнуть въ пой новыя по- 
дожен *). Значить, при дважея неизмЪнлемаго тфла точл, 
лежавш въ нлоскоети Л, проведенной иззветным» образохъ, 
посл даннаго имъ сложнаго передавжезя нерейдутъ въ но- 
вую плоскость И” параллельную И. Но окончательное поло- 
жене всего ТЁла, а потому и точеюь его, лежавиихь въ 
плоскости И, должно быть одно и тоже, какую бы сововуп- 
ность постунатезьнаго и соотаётствующаго вращательнаго 
движены ему ли сообщили. Поэтому при всевозможныхь 


+) При этомк выводЬ мы разсматривали, ках» будто сначала 1$30 
двигалось поступательно, & потомъ вращательно, & выше было сказало, 
что 0ба эти денжешя должзы совершаться одновременно; — но отъ того, 
будуть ли эти два движешя совершалься одновременно изи одно цое18 
другаго, не измфняется соленое положен1е хочекъ, которое и составхяеть 
цфль нашего разеуждешя, & изифвяется только вфеух, которое мы вовсе 
и ве разсматриваемт, а потому и можно было въ этозь случа два одно- 
зрененныхь дъиженя разсатривать какъ новафдовалольныя. 


128. 


сложныхь движешяхь, которыми можно замфнить дйстви- 
тельное движеме тфла, точки, лежащи въ плоскости Л, 
должны перейти въ плоскость Л’. Сообщимь теперь тёлу 
поступательное движене 83, равное пя МА’ яфкоторой 
другой точки тёла №, и вращеще около н%которой полой 
оси МР; шо сказанному выше, точки, лежавийя въ плоскости 
П, нося этихъ двухъ движен должны перейти въ плоскость 
1’. Но велбдетые поступательнахо движени на путь 68: 20% 
точки плоекости И перейдуть въ иЪкоторую плоскость И”, 
параллельную П; при сл6лующемь двяжени — вращенйи около 
оси №, параллельной М№Р, точки, пришедийл въ п1о- 
скость И", должны перейти изъ вел въ плоскость 11’, при- 
чемь плоскоеть Ши П”, параллельный одной п той же 
плоскости П, параллельны между собою. Однимъ враща- 
хельнымь движенемь всЪ точки могуть быть переведены изъ 
плоевости И” въ нараллельную ей плоскость М’ только въ 
томъ случаЪ, если эти плоскости совнадають и если оеь 
вращеня въ нимъ перпендикулярна. И такъ мы пришли въ 
слвдующему результату: во первыхь, для веЪхъ вращатель- 
зыхь движешй оси должны быть перпендикулярны къ плос- 
кости Л, значить, параллельны между собою, п, во вторыхъ, 
при вефхъ возможныхь поступательныхь движешяхь, рав- 
ныхь перемфщешямъ различных? точеьь тфла, точки, леджв- 
пия зъ плоскости И, перейдуть веегда въ одпу и туже 
плоскость И’ тавь что ихъ перемфщен!я вхоль периендику- 
„зара къ этой пдоекоети (проэкщи ихъ перемфщен! на этоть 
периендикуляръ) равны между собою и вез равны разетояню 
межд} плоскоетяыя Пи Л’. 

Мы доказалн, значить, что можно перевести ненаифиленую 
систему точекъ изь одного положещя въ другое весьма раз- 
лачнимь образомъ, сообщивъ одновремеано два движеня: 
поетунахельное, разное нередвиженйо одной изъ точекъ тфла, 
п вращательное около оби, проходящей чрезь эту точку, и 
что кавую бы совокупность постуиалехьнаго и врашательнато 
двыжешя пи взязи бы, во вебхь ихь врашеши совершаются 
около параллельныхь ‘осей. Между веБии этими сложными 
движешями особеннаго внимая заслуживаеть то, когда мы 
дадиуъ всему тВау поступательное движене, равное разстоя- 
иво между упомлнутыми выше плоскостями Пи И’ и на- 
правленное по пхь общему перпендикуляру. Такъ какъ вра- 
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щатезьное движеве должно созершатьел около ови также 
перпевдивулярной нъ тёыъ же иплоскостямь, то, значить, 
выбранная нами совокуппость поступательнато и вращателье 
наго движепЁЙ обладаеть свойствомъ, чо зоступательное 
денжене направлено вдоль оси оращешя. Подобное движене 
пыфють точни, иризадлежания винту, входищему въ непо- 
движную тайку, почему такое движене и называется вил- 
зиовыма движещеме. Й такъ тлло, данокущееся каким» злодно 
обризомь в5 пространствь можно перевести изь одно по- 
дожешя вв друше винтовымь движещемь около нъкоторой 
96и, т. в. совонупностью орелцательнаю движешн сз посту 
залнельнымеь, направленныме вдоль оси вращеня. 

Найлепное нами справедливо для какого угодно проме- 
жутва времени, & потому и для безконечно малаго элемента 
времени 4; но въ послёднемъ случаВ путь, пройденный 
точкою велфдетве винтоваго движещя, —дуга виятовой дана, — 
можно принять з& прямолинейный, и такь какъ вев эти 
прямолинейные пути удовлетворяють условию, что въ Одень 
и тоть ше моменть (въ начал и въ конц разематреваемаго 
промежутка времени) веб точки находится на свонху истин- 
вых» траэкторяхт, то эти перемфщевя, происходания оть 
знитовато движеня, можно прияять 3& элементарныя пере- 
уФщеня хочекъ енетемы (и 68), и потому можем сказать, 
что элементарное дешжене тоердало зила в5 пространства, 
неотраничениее никакими услойини, есть двизкене винтовов. 

84. То, что мы сназали про перемщен!я, относитсл къ ско- 
ростямъ, стоить только уменьшить промежутокъ врехени до 
нуля, раздфливъ предварительно вс перемщеня на вели- 
чину этого промежутка времени. Мзъ того, что было выше 
найдено для поступательныхь перемфщенЫ, слфдуеть, что 
епорости; считаемыя вдоль оси вращешя, т. е, проевтии 
скоростей на эту ось, всфхт, точекъ тфза должны быть равны 
между собою; поступательная скорость вяятоваго движения 
равна проекцш на направлене оси вращеня скорости какой 
угодно точки тфла, а углован екорость вращательнато дви- 
женя равна частному оть дёденя япроэкщы на плоскости 
перпендикулярной въ осн скорости злобой точки на разстоные 
этой точки отъ оси.. 

Такь какъ вт, сл утоний элемеять времени направлене 
дьшженя п скорость каждой точки измфнател, то измнитея 
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и положеше и напраллене осх прапещл въ внитовомъ дви- 
жевш, или винтовой оси, тавъ что винтовая ось въ каж- 
дый слфдующий моментъ времени будеть занимать новое по- 
ложеше, и она будеть служить осью вращезя только въ 
течеше одного олемента времени, потому ее и назынають 
зановенною винтовою осы. 

Покажемь теперь какъ найти положен винтовой оси 
для даннаго момента. Пусть 4 (фиг. 70 таб. ТУ) есть одна» 
изъ точекъ тфла, АГ— прамая, изображающая скорость этой 
точки, & СК — ось вращешя, которое ‘слфдуеть сообщать 
тВлу, если за поступательную скорость возьмемъ скорость 
точки 4; на этой оси отложимъ длину 40, изображающую 
по иринятому нами уеловно угловую скорость вращательнаго 
движенн. Такъ какь веБ оси вращевй, получалющихея, вогда 
за поступательную скорость примемъ екорости различныхь 
точекъ системы, будуть вс параллельны между собою, то 
для нахождевы винтовой оси достаточно найти такую точку, 
скорость которой будеть паправлена параллельно оси АХ. 
Для этого вообразимъ себВ плоскость, проведенную чрезъ 
направлеше АУ скорости точкя А и чрезъ ось ДК, и изъ 
точки 4 возетавимь къ этой плоскости перпендикулярь 40 
въ ту сторону, чтобы, смотря изъ С’ на 4, АО казалось въ 
л%во отв АГ. Опустимь изъ точии Т, конца прямой АТ, 
двображаюзщей екорость © точки А, перпенхикулярь УЛЁ на 
оеь вращены: АЛЕ будетъ проекшёя скорости точки А на ось 
вращеня, а УГ — проекщя той-ве скорости на плоскость 
перпендикулярную къ оси вращеня. Еели назовемъ уголь 
ТАО ‘чрезъ а, то УЛГ == ®Созд, РМ == оба, Назовемь 
® угловую скорость вращения около осн РК, и возьмемъ 


. ТМ, 
точку С въ такомъ разетоянш отъ А, чтобы АС . Тогда 


зелЪдстые вращательнаго движешя точки С’ около оси 40, 


при выбранномь нами панравзеши перпепдикуляра 40 и 
лри уеловит относительно отложен угловой скорости 10, 
скорость СТ точки С будеть ло величия! равна, а по на- 
правлентю прямо противоположна ЛГУ, значить, вели с00б- 
щимъ точеВ С еще иоступательную свороеть ТС, равную 
и параллельную АТ, 1е сложвал скорость С1/ точки С 
будеть равна п параллельна «АЛ, значить, направлена вдоль 
0си пращеня, поэтому точка С’ припадлежить винтовой оси, 
и, проведя черезъь С прямую СО параллельную КЕ, нолу* 
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чимъ самую вантовую оеь. Скорость СФУ точкн 0, равпая 
АМ = 9005, и будеть поступательною скоростью внятовато 
дьнжегя, & чтобы опредфлить угловую скорость его ®', надо 
разложить скорость какой нибудь точки тЬла на поступа- 
тельпую скорость, равную геометрически СО, и на скорость, 
дежащую въ плоскости перпендикулярной къ оси вращения; 
эта посзФдняя, дфленная па разстояню точки отъ ося вра- 
щещя, и даеть намь угловую скорость. Но для точки А 
товое разложен!е уже сдЪлано: ея скорость АТ есть слож- 
ная изъ двухъ екоростей — 417, вдоль оби врашеня, и МУ, 
перпендикулярной въ ней, такъ что для получендя угловой ско- 
му 
5, 


рости &’ надо только ЛГУ раздлить на АС; но АО == и 


цотому «’ = МУ: АО = ®, и направлена въ туже сторону 
канъ и ®. Это, обратно, ноказываеть, что угловыя скорости 
вращенй около всфхъ возможныхь осей равны угловой ско- 
рости вращешя около винтовой оси, поэтому равны между 
©0б0ю; значить, не только веевозможных осн вращенй ла- 
раллельны между собою, но и угловыя скорости для вебхь 
пхъ равны между собою. у 


85. Чтобы выразить скорость важдой точки тЬяё въ 
завясиности оть ея положеня, воспользуемся выведеннымь 
нами свойствомь, что эта скорость есть сложная изъ двух 
скоростей: поступательной, равцой скорости одной какой- 
нибудь точки тфла 4, и вращалельной около оси, прохо- 
дящей чрезь точку А. Назовемь 2, %, 2 координаты точки 
А, р, 4, х — проевщи на координатныя оби угловой ско- 
рости, изображенной извзстныхь условныхь образомь линей. 
Обозначан черезь 2, 9, 2 координаты какой угодно точки 
хВла и, пользуясь свойствомъ, что проенщя на всякое напраз- 
ление сложной скорости равна сумм прое составалющихь 
скоростей, получимъ: 


м, рам) 


ее рф а @—м) 


причемь для выраженя проекщй скороети, происходящей 
оть вращеня около оси, проходящей черезь черезъ точку 4, 
пришлоеь ввести въ формулахь Эйлера, ` зыведенныхь вЪ 
предположени, что ось вращешя проходить черезъ начало 
координать, выЪсто координать данной точки разности коор- 
динать этой точки и точья А, 

86. Къ тБмъ-же самымь результатам можно прийти 
другимъ путемь, принявъ ва основане формулу, выражающую 
неизмнаемоеть разстояя между всякими двумя точками 
тва М (худ и М (м, у, 2). 


2 а 9-6 а = 


Выберемъ въ этомъ тлф какую-нибудь точку, напри- 
мфрь, точку 4, координаты которой пусть будуть 2, 9%, 20; 
разетояшя г и т, двухъ точекъ ЛГи М№ оть точки А выра- 
затея тавь: 


пе до м Ре а 
( — м) -- (и: у —ю)". 


Для улобетва вычиелеюй назовемь разности координать 
точекь ЛИ, № и точки А одною буквою 


= пост. 
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ам = у-ю=\ 2 л=Ь 
я —щЪи-и=\, а-л=Ы 


Эти величины +, 1, ©, &, \, & будуть ничто иное, кавь 
координаты точекъ № и М относительно новой координатной 
системы, оси которой параллельны осямъ старой систекы, & 
пачало находится въ точкЁ А — впачить это будеть подвиж- 
зал снетема коордипать, съ подвижнымь началомь и с% по- 
стояннымь направлентемъ осей, и координаты, взитыя отно“ 
сительно ел, будуть называльея относительными координатами. 
Вводя эти новыя координаты выфето старыхь, получимь три 
новыхь уравнешя 


Вова | а) 
... 1 
= Пен | 


о 


перрое изъ нихъ, раскрывъ въ немь свобкя и польвуяеь вто- 
рымъ и третьниь, дасть 


в. иь НВ, == и -— 6).,. (2). 


Чтобы найти’ зависимость между скоростями точекъ 2, №и 
А, надо продифференцировать уравнеше (2), принявъ во 
знимане, что и, 7; н с суть величины постоляных; получиы: 


а: м 4 а: а 4 
ВН РЕ... 6) 


Такь какъ 0б8 точки М и М взяты нами совершенно 
произвольно, то, оставлял первую произвольною, з® вторую 
точку возьмемь послфдовательно три точки А’, А”, А”, тая, 
чтобы координати ихъ были: 


для точки А’: = 1, у =0, (-=0 
для точки А": 0, 1’ =1, "= 0 
для тозни АИ 0, 1" =0, и=Т 
Продифференкировавь поедфднее изъ уравненй (Г) и под- 


‚ 
ставляя въ него послфдовалельно координаты точень 4’, 4", 
А", получимъ: 


а а; 

= 0, д =0, 6—0 

Подставляя теперь въ формулу (3) выфсто 6, \» С, ихъ 
зналеня , у,... 0”, и принявъ во внимаше только что 
полученных равенства, будемъ инмёть: 


ат 


а" 


ЗВ 


а’ 
=: 


# 


5% 
4? 

= 
Е 
а" 


`@& 


; 
` 


| 


г 4 


ау а 
Замбтимт, что между шестью пеличинами д’, д, Ч, в’ 


а" 
Е’ - должна существовать ифкоторая зависимость, про- 
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исходящая отъ того, что вззимное разстояые точекъ А’, 
4", А" во все время движешя не должно мфнятьен. Чтобы 
выразить, что разстонне ’А", равное ( — Е) --(/— 1’ 
($ —@}, остаехея неизмВняемымь съ течешемь времени, 
надо взять производную по $ и приравнать ее нулю, ио- 
лучииь: 


Ее 


подставляя сюда значены 7, 17, .... и ихь произвводныхь, 
получимь 


=0 


а” __ а ат а" 
ато ар" 


Точно тавже, выражая неизмфняемость разстоящя точекъ 
А" п А", получимъ 


а” а” 94", 
О а = — в 


и, наконець, изъ уелоыя неизмфияемости равстолыя между 
точками Ми 4" 

а" _ _ 4 

@& — & 
Такимъ образомь мы видим, что три изъ этихъь величинь 
равны тремъ другимъ, взятымъ съ обратными знаками; назо- 
земъ общую ихъ величину особыми буквами: 


ау _. а" а ы а" а 
Е а "а — Ра 2—9 


Вставивъ эти значешя въ формулы (4) получимъ: 


@ а = 
6-т Шен «тив 


и, замВнян навонець &, 7, © ихъ значешный #— 2, у-— 9, 
2—2, 


42 _ Чи 


да 9-ю -—т-ю), 

в а 

а % +7 @—&)—р2-—а), }..... 6) 
аа 


м рии) —9 (2—5), | 
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Эти формулы и даютъ намъ возможность найти скорость 


БАБДОЙ точки тВла, зная ея положеше, т. е. три, ея коор- 


та 5, Фи, в 
динаты, скорость поступалельнаго движен1я 2? в’ #? и 


три зеличины р, 4, 7, которыял суть ничто ицое, какъ -про- 
екщи угловой скорости на координатиыя оси, или, иначе, 
угловых скорости трехь состазвляющихь вращенй около коор- 
данатныхь осей, 

87. Если-бы вмото точки 4 мы взяли точку В, то 
получили-бы подобныя-же формулы, гдф выфето р, 4, г вхо- 
дили-бы нфкотория нозыя величивы у’, 9’, ', которыя выра- 
жаются подобнымъ-же образомъ чрезь коордиваты, взятыя 
относительно осей, проходящих® параллельно даннымъ оозмь 
чрезъ точку В, трехь точек В', В", В", лежащихь отно- 
сительно В на разстоянш равномъ единиц длины по направ- 
лешямь трехь осей, танъ что координаты тозви В’ будуть 


&=1 1=0 0; точки В: =0, т=Ь = 
точки В": &=0, в=0, 6 =1, 

р а Е в м а 
Тогда р’ ео чь Ч=е ао" а я. 


Чтобы найти зависимость между 2, 9’, "ир, 4, *, вазовемь 
, 

абсолютныя координаты точекь Б’, В", В" черезь 2, у а, 
, 1—8 — 

2, У» 2, 2 Ч, 2, а точки В— 2, 4/, 2; тогда р’ = & = 


Че вы г, и по формуламъ (5) найдемы: 


& = 
пы рии) 1—9) 
р (уф) 9—5). 


Подставляя эти зналешя въ выражеве дая д’, и инфя 
въ виду что у. — = =1 2—2 = ==0, получинь 


Р-р (и—9)) 10-2) =Р 
Точно также 
не ®-У=ь 


И ищо -ра-д = 
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и 18вЪ мы получаемь, что р’ = р; = 4, "=, & это пока- 
зываеть, что веб оси вращенй параллельны между еобою, 
и угловых скорости вращенй оволо этихъ осей равны. 

88. Поищемъ теперь въ тВлВ такую точку, чтобы ско- 
роеть ея была направлена параллельно оси вращеня. Если 
чрезь 7», 9, 9, назовемь проекцы скороети ел на’ коорди- 
натныхь осяхь, то они должны удовлетворять уравнению 


или, называя чрезъ & коеффищенть пропорцональности, 
9: == Вр, ®, = #4, ®, == У. 


Подставляя вмЪсто 9», 0, 9, изъ вначешя изъ формулы 
(5) и называя чрезь 2, У, 2 координаты искомой точки, 
получимь 


ем -ю-ы-ю-ь 
ие =ы 


рифа =ы 


Умножая эти уравнешя первое на р, второе на 4, третье 
на ху, сложивь ихь и навывая трезъ ® угловую скорость, 


равную Ур? --а*--т*, получимъ: 
р а Чья м од; 


отеюда опредфлится #; подетавяяя его въ наши уравненя, 
получимь три уравненя для х, У, 2, но изъ нихъ только 
два различныхь, а третье слёдетые этихь двухь. Изь этихь 
уравненй получимъ: 


1 ее 
—% 44 


(74) _ 


р 
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Это показываеть, что пашему условию удовлетворяють вов 
точки прямой лини, ларазлельной оси вращенн и проходл- 
щей чрезъ точку С, координаты которой будуть: 

1/4 1/4 42. 
вая г), У -Ны (г р че), 
—_ 1 а @) 
инь). 


Найдеиъ разстояще Е этой точки О оть точки А 


Р-Н ла 
Е С а 
(оче-нн-онан 


__ штия — убйбоЗ в.в) __ алия (а) 
И 


Ро . 


д=-® За нь) 


тдВ ©, ееть скорость точки 4. 


Опредфлимъ направлене прямой АС — А: 


@в (п, = ^ Е > - ов бь) › 
4х, е Чу, _ а 
и ре 
оз (В) = В) ба (В = Ще) 


Со (В, ®) = 
== 008(В,2) 095 ей Е Оз) бое) - Со В,2)Оов(в в) == 


т. е. Е перпендикулярно кз оси вращеня, 
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Точно таюже: 


42, а, бы а 4 Я 
Ч Ш в’ Ри Ш 

Сов (В, в}. = + . 
5% (9, 0) к ое, 68 (в, 9% 
ау 4х @ 
и чщ & 


шт, 5 (0,8) 5 


=0 


т. е. В перпендикуларно къ 9%; ‘значить В перпендикулярно 
къ пхоекоети, проведевной чрезъ ось вращешя и чрезь на- 

. правлене скорости %, точки 4. Тоже самое было выведено 
в выще. 


ГЛАВА У. 


Сложен!о движев:й твердаго тёла. 


89. Если отновимь послфдовательныя положен я различ- 
ныхь точенъ тверлаго тфла, находящагоея въ движени, къ 
координатнымь осямъ, которыя сами изыфняють свое ифето 
въ пространств, то мы тавимь образомв опредфлимъ не 
дЬйствительное (абсолютное) его движеше, & относительное 
двнжен!е его относительно этихь подвижныхь осей, Можно 
разсматривать тёло, какъ обладающее заразъ двумя движе- 
ями, изъ которыхъ одно будеть движене отпосительное, о 
воторомъ мы только что сказали, & другое движеше пере- 
восное, которое бы оно имфло, если бы было инеизмВвно 
связано съ подвижными осями. Д®йствительное движене 
твердаго тфла получится оть сложешя движенй относитель- 
наго и переноенахо, на которые мы мысленно разбиваем 
это дБйствительное движене. 

Мы употребляемь подобнато род разсуждевял, состоя“ 
ПИЯ въ томъ, что мы разсматриваемъ движене твердаго тФла, 
вавъ совокупность двухь другихъ движен!й, когда мы гово- 
римъ, что винть, входящ]й въ тайку, свользить вдоль своей 
оси и въ то же времл вращается вокругь этой оси, 
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Можно такимь же точно оброзомъ вообразить, что т%ло, 
хакъ и точка, обладаеть заразь тремя, четырьил и т. д. 
отдфльными движенями, сложене которыхъ веегда даетъ дёй- 
ствительное хвижеше тфла. 

Посмотримь, казь можно сложить между собой различ- 
ныя одновременцыя движени твердаго тфла во воЪхь воз- 
Жожныхь случаяхъ, 


$1. Сложене поступательныхъ движенИй. 


90. Если тЪло имфеть два олеменхарныхь поступатель- 
нихь движеня, то каждая его точка опитеть матональ па- 
раллелограмиа, построеннаго на элементарныхь перемфще- 
зхь въ каждоиь изъ слахвемыхь движен. Но ве па- 
раллелограммы, полученные тажныь образомъ для различ- 
кыхь точекъ тёла ямфютъ еторовы равныя и нараллельныя, 
слфдовательно и сложныя перембщешя имфють тоже езмое 
направлеше и ту же самую величину для каждой точки: 
Значить это будеть поступательное двиожене. Бром того, 
очевидно, что скорость змьла опредюалется то величинь м 
атравленю  Оазональю параллелорамна, построено ча 
скоростяжз двиокенйй составаяющить (слазеныя). 


$ 9. Сломене поступательнаго и вращательнаго движенй. 


91. Положныъ еначале, что енорость поступательнаго 
хвижешя перлендикуларна иъ оси вращешя. Пусть ® бу- 
деть обозначать угловую скороеть вращешя, а и-— скорость 
поступательнато движеня. Пусть илоскость чертежа (табл. ТУ 
черт. 71) будеть перпендикулярна въ оси вращения и тозва 
О представляеть проекцйо этой оси, а стрфлкою обозназинь 
направлене вращены. Проведемъ изъ О пернендикулярь къ 
направлено скорости поступательнаго движеня, и возьмемъ 
на этомъ перпендикулярь такую точку С, чтобы 


о6=\, 
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и с той стороны оть О, чтобы скорость этой точки оть 
вращен:я около О была противоположна по направлено сво- 
рости % постушательнаго движешя. Тогда, называя чрезь © 
скорость точки С’ оть вращевя около О и чрезь ТУ ся ско- 
рость, сложную пзъ-® в и, будемъ имёть по сказанному о 
выборз м$ета точки С, 


У=е— и и. 0—=0,00, 
но, подетавляя значеню ОС, получимъ 
%=м и У=0, 


значить точка С останется ненодвижною велЗдотые совмфет- 
наго существозанн обоихь движенш. Тоже самое будеть 
имфть мбето для воякой точки прямой, проходящей чрезъ С’ 
параллельно оси вращены. СлФдовательно, сложное движе- 
ше будеть врацешемъ около 0ся, параллельной оси даннато 
вращевя и лежащей въ плоскости, проведенной чрезь эту 
ось перпендикулярно къ направленю скорости поступатезь- 
наго движеня, 

Найденъ теперь угловую скорость ®’ новаго вращеня. 
Дан этого возъмемъ какую нибудь точку № на прямой ОС, 
и назовень чрезь +’ ел скорость от зращешя около Он Г" 
ея сложную скорость. При тохъ положенн точки №, какъ 
ва чертеж, мы будемъ имфть: 


р’ 


—шну=о.0М, 


считан же Т’ происходящею отъ вращенй около точки (съ 
угловою скоростью ®’ будемъ имёть 


У’ =е’.СМ, 


Сравнивая эти два выражен Т’ п опредлня отеюда ®, 
получииь 
®. ОМ—ю 

м › 


®', СУ. ОУ в, ®' 
но мы имфли для опредвлевя ифста точки С’ равенство 


С0 ==. 


о 
® 


189 


Отсюда =. СО и, подставаяя это значеше е зъ зыра- 
жене ®', получимь 


хх ®; 
и, по направлено скорости ТУ’ опредфляя направлене 
яращешя, увидимт, что вращен!е около С совершается въ 
ту же сторону, какъ и вращеше около О и съ тою же 
самою ‘угловою скоростью. Отеюда получаемь сафдующую 
теореиу: 

Теорема: Врощеше м поступазельное доцокеще, перпен- 
дикулярное из оби врещеня, складывиютеся 05 одно вращене 
65 ту же сторону, как в данное вращеше, ось котврало па- 
раллельна данной оси и аежить в5 плоскости, проходящей 
чрезь эту ось перпендинулярно кз направленю скорости по- 
ступательнало движешя, на разстояни, равномь отношенйо 
скорости поступательно движеня къ учовой скорости вра- 
ценя; уовая скорость сложено вращенмя равна узловой 
скорости данноло сращеня. 

32. Изъ сказачкахо нами можно вывестя п обратпое 38- 
влючене, что всякое вращене можно замбнять сбвокуп- 
ностью вращательнаго и постунательнаго движенш, причемъ 
можно произвольно назначать или скорость поступательваго 
движеня или м%сто оси зращешя, сама же ось вращеня 
должна быть параллельна прежней и угловая скорость та же 
самая. 

Таннуъ образомъ ось врадешя можно переносить па- 
раллельно самой себ въ любую точку проетранетва, при- 
чешь угловая скорость и направлеше вращешя сохраняются, 
но оть такого перепесешя къ вращенно присоединится но- 
ступательное движене, направленное перпендавулярно ЕЪ 
плоскости, завлючанющей въ себ оси, и скорость вотораго-=5, 
тдВ д есть разстояще между осями, и эта скорость по ве- 
чичиыф я по направлению разна скорости оть первоначаль“ 
наго вращен той точки, чрезъ которую проведена но- 
вая ось. 

93. Положимь, во вторыхь, что скорость поступатель- 
нато движетя не перпендикулярна ЕЪ оси вращения. Пусть 
ОА (табл. ТУ, черт. 78) будеть оеь вращеня, в 7-—ско- 
рость поступательнаго двивены. Разложимь скорость Т на 
ВФ составляющя и +", направленный, первая по О4, 
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зторая по Ол перпенкякуляру въ ОД, лежащену въ пло- 
скости АОВ, и, если уголь АОВ назовемъ а, тогда 


У (за, ч’=Т 8т а, 


Но теперь вращене около осн О. съ угловою скоростью ® 
я поступательное движеше со скоростью ©", перпендикулар- 
ною къ оси, дають въ результат одно вращеше съ тою же 
угловою скоростью ® и въ ту же ‚сторону околе оси СТ, 
ларвялельной прямой ОД, лежащей въ плоскости, ироведен- 
ной чрезь ОД перпендикулярно въ ©’ и на разстояныи 
06= =. = те ®. И тогда у наеъ получается вращеве ® 
около оси СЁ и поступательное движеше ео скоростью %, 
направленное вдоль этой оси— ото будеть виитовое движене. 
Такимъ образомъ имфемъ слфдующую теорему: 

Вращене и поступательное движеще, направлеше пото- 
фезо не пернендикулярно кз оси вращемя, смпаются в5 вин 
товое движеще, ось которало параллельна оси данно вра- 
щеня и лежит 05 илоскоети, протодящей чрез эту ось 
перпендикулярно кз плоскость, заключающей в5 себъь ось вра- 


щемя и скорость поступалтельнаю движеная. Разстояце 


Я 
винтовой оси оть ос даннало вращеня равно —* 2. уло- 


вая скорость винтовало движеня равна злловой скорости 
даннито вращения и поступательная скорость = У (оз а. 

Скорость какой угодно чочки тЬла будеть, обозкачая 
чрезъ г разстоян!е ея отв осн. сложная изъ ®’ и перпен- 
дивулярной къ ней скорости отъ врацевшя == Фи, танъ что 
сложная скорость равна Изо, 


$3. Сложене вращенй. 


94. Теорема. Дод маи наъсколько сращешй около одной и 
той же оси слелаютея в5 одно вращеше, узловая скорость 
которило равна вмебранческой суммь узловызь скоростей, со- 
ставляющить вращенй. 

Пуеть мы имфемь три вращеня вокругь оси ХУ съ 
угловыми скоростями ®, ®', ®" и стрфльами обоввачимь на- 
правлене вращеяй. Вообразныь себЪ какую нибудь п10- 
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кость, проходящую чрезь 0еь ХУ (черт. 73) и пусть М 
будеть какан нибудь точка въ этой плоскости и ЛИМ==и— 
разетояше ся оть оси ХУ. Велёдетые вращен!я съ угловою 
скоростью ®, точка ЛГ стремится поднятьен отъ этой пло- 
скости с0 скоростью ©, перпендикулярною жъ плоскости и 
равною 

= вх. 


Зелфдетве вращеня ®', тачка стремится подняться оть пло- 
свости съ перпендивулярною къ ней скоростью 


== +. 


ВелВдотве вращения 5”, въ сторону, противную двумъ предъ- 
идущимь, точка М стремится подвинуться отъ плоскости въ 
противоположную сторону со скоростью къ ней перпенди- 
хулярною и равкою , 

9=о’т. 


Скорость, сложная изъ этихъ трехь скоростей, воторыя вс} 
перпендикулярны къ наоскости и изъ нихъ фи ® нанрав- 
лены въ одну и ту же сторону, а ©’ въ противоположную 
сторону, будеть 


уве =) 


Это будеть скороель, еъ воторою точва М стремится пох- 
НятТЬся оть плоскости. Но эта скорость могла бы быть про- 
изведена одпииъ вращенемь около той же осн съ угловою 
скоростью 9, и потому равна 


7=9ь 


отсюда получимъ 
Феи — о, 


что и доказываеть теорему. 


Сложен!о вращев около нересфЕвющихоя осей, 


95. Пуеть тБлу сообщены два вращевя около двухъ ие- 
ресвкающихся осей съ угловыми скоростама ®; и ©». 
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Пусть ОД и ОВ (черт. 74) будуть линт, изображаю- 
щы утловыя скорости в, и ®,, т. е. прямыл, представляю- 
я похожене оси, величину угловой скорости и направле- 
ще вращении (и° 70). Мы докажемъ, что сложное деижене 
будет» вращещемь съ улловою скоростью, изобраокаемою 9а- 
„эбналую ОС параллелофамма, построеннаю на ОД и ОВ. 

Во первыхь, замфтимъ, что точка О не будеть имЪть 

. викакой скорости ни оть того, ни оть другого вращенм, а 
ибиюму она будеть яеподвижной и въ сложномъ движения, 
а въ такомь случаВ (по 8 5 главы ТУ} это движене воть 
вращене около яфкоторой оси, проходящей зрезъ точку О. 
Чтобы вполн® опредълить эту ось, надо найти вторую не- 
подвижную точву, т. е., тавую, скорости которой оть двухь, 
ханныхь вращевй были бы равны, но прямо противоноложны 
по наиравяеню. Эта точка должна лежать въ нлоскости, 
проходащой чрезъ О4 и ОВ, потому что епорости всякой 
точки М, не лежащей въ этой плоскости, оть этихъ двухь 
вращенй должны быть соотвзтственно перпендикулярны къ 
иаоскостамь МОД и МОВ, и потому не будуть направлены 
#0 одной прямой и не могуть взаимно уничтожиться. Кром 
того, при сдбланномь услои © направяеши линй ОА и 
ОВ, (чтобы смотря изъ А п В на О вращеше казалось 
совершающимся по направлению часовой егрфлки), эта неко- 
мая точка должна лежать въ угл между ОЛ и ОВ. ДЬй- 
ствительно, возьмем точку № вн угла, составленнаго пря- 
мыми ОА и ОВ яли ихь продолкошями. Велфдетые враще- 
я около ОА она стремится подняться оть плоскости, велд- 
стые вращешя около ОВ она тоже стремится подняться, 
такъ что скорости оть обоихь вращенй направлены въ одну 
и ту же сторону, & не въ противоположных. Для точви же 
„К, лежащей внутри угла АОВ, скорость и оть вращеня 
около О. будеть направлена прямо противоположно скоро- 
сти 95 той же точкя, происходящей оть вращеня около ОВ, 
и чтобы точка К была неподвижна, пеобходимо 


Ф==е2 ИЛИ =, 


Но этому условно удовлетворяютъ вс точки Дагоналя 
00. Чтобы доказать это свойство точекъ дагонали, ‘опу- 
<твыь изъ С пернендикуляры ОР и СО ва ОД в ОВ. Тогда 
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площандь А ОДС = 1} ОД. СРи А ОВО = 1 ОВ. Св. в 
такъ кажъ треугольники ОДС и ОВО равны, то 


О4.СР=0В.06. 
или 


И ТаюБ КАЕЪ 


то 


Сафховательно ОС’ будеть осью вращеншя, Чтобы найти угло- 
вую скорость ® этого сложнато вращешя, возьмемъ какую 
вибудь точку, опредфлимъ ея скорость отъ каждато изъ сла- 
таемыхъ движевй, найдемъ скорость еложную и, ечитая ее 
ироисходящей оть вращения около оси ОС’ въ угловою ско- 
роетью ©, намъ пока неизвёстною, опредфаимъ отеюда 9. 
Для этого возьмемь точку 4. Такъ какъ она лежить на ови 
ОА, то вся ен скорость © происходить только отъ вращеря 
около ОВ и нотому равна 


+=,.АК, 


0 АН=ОО, & ®,=ОВ и потому 9 по численной величии 
`авна ОВ. 09.=9 илощ. А ВОС=площ. ОАЛОВ, но эта 
площадь равна 2 площ, 400-00, 4). Но ту же скорость 
® точка А должна имфть оть вращеня около ОС’ съ угло- 
вою скоростью ©, то 


9-0. 49. 


а мы видбли, что © равно но чнеленной величин 00. АУ 
я потому 
@ равна по численной величин® ОС, 


Отсюда вытехаеть теорема; Вращене, сложенное изъ 
9вужё вращенй около переспкаюциится осей, иметь узловую 
скорость, ось и направлеще, изображаеныя фазомалию парал- 
делорамма, построеннао на прямыхь, изображающих уло- 
выя скорости составляющить вращенй. 


м 
Аналитически © опредфляется по формуламъ: 
О: : 05-558 (®,,6:) : 8% (9,,): 9 (9,5) 
9—1 91-2 в, 0,008, ©). 


96. Если мы имфемъ нфекольно вращенй около осей, 
пересфкающихея въ одной точь, то они слагаются въ одно 
вращене, угловая скорость котораго представляется замы- 
кающей стороной ломаной линш, составленной изъ пря- 
мыхь, изображающихь угловыя скорости составляющихь 
вращенй. 

Въ случа трехъ вращевй угловая скорость сложнаго 
зращен!я опредфляется, какъ дагональ израллелепипеда, по- 
строеннаго на угловыхь скоростяхь составляющихь вра- 
шенй. 

Если оси вращешя взанино-перпендикулярны 


С 
в ву; 
и,—®005%, ®,=0058, «,—®Созт. 


Отеюда слдуетъ, что, и обратно, веякое данное враще- 
не можно разложить на два или на три вращешя: на хва 
вращеныт одоло осей, лежащихь въ одной плоскости съ овью 
даннаго вращеня, и на три вращеня около осей, не лежо- 
щихь въ одной плоскости. УдобнЁе веего это разложене дЪ- 
даль для осей ззаимно пернендикулярныхь. | 

97. Посмотримь, кавъ вычислешемь найти вращене 
сложное изъ нзеколькихь вращенй. 

Пусть, напримВръ, имфемъ вращеныя © угловыми ско- 
роетями ®, ®,,...®,, около осей, составляющихь с00т- 
вётствелно углы я, В, 11; 4, В, ;...4,, В, 1» 6Ъ 
тремя взапмно лерпендикулярными осями. Разложныь каж- 
дое изъ нихь на три вращея около этихь осей, угловыл 
скорости ихъ будуть 


® (03а, ш (03 В, ® СЗ т 


для каждаго изъ нихъ. ВсЪ вращевя около первой оси: 
®; 008 а,, 9. 003 @,,..-®, 005 9,„, сложатея по доказан- 


зону выше (п° 94) въ одяо вращене, угловая скороеть ко- 
тораго будеть 


1 (0; я. в, Оз а,-{... =Х Оз а, 


Точно также для второй оси получимъ угловую скороеть 
сложвато вращеня, равную 


Х (аз В, 
и для третьей оси: 
Х ©0оз 1. 


Изъ этихъ трехь вращенй около взавыно перпендияу- 
лярныхь осей голучииъ одно вращевне, угловую скорость 
вотораго назовемь @, а углы его оси съ тремя прямоуголь- 
ными осями назовемъ а, 5, с. Тогда 


0°— (3 «Св 4)" ($ «оз ВУ (Х ФО 1} 


$. 6008 а 
ба = = 


$ 4. Сложене вращенй около параллельныхь осей. 


98. Положимт, что тЪху сообщены два вражательныхь 
движев!я около параллельныхь осей въ одну и ту ше ето- 
рону. Пусть оеи вращенй проходять чрезъ точки О; и О, 
{абл. ТУ, черт. 75} и плоскость чертежа будеть перпенди- 
кулярна къ осямъ; угловыя скорости обозначимь чрезъ ®1 и 
®,, и пусть стрёлки обозначають направлене вращенй. Для 
точекь, лежащихе на продолжен прямой 0,0, вн про- 
межутва между этими точвами, какъ, напримфрь, для то- 
чекъ Ми №, скорость оть обоихъ вращенй будеть налрав- 
лена въ одну и ту же сторону, а дия точекь, лежащихь 
между О, и 0., кввъ, напримфрь, точка С, скорость 9; оть 
вращеня около О, направлена внизъ, 8 скорость 9» отъ вра- 
щеня оволо О, направлена вверхъ, и 00% перпендикулярны 
Еь прямой 0,0, п потому можно найти такую точку С, 
чтобы скорости 9: и 9» взаимно другь друга уничтожали; для 
этото, называл чрезь х разетолве С отъ О., & чрезь у — 

10 
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отъ О,„, будемь имВть =, 2, 9%, у, и чтобы точка С 
оставалась неподвижною, должно быть 


ву 
Е 
ияи у ыы? 


8 такь ккъ Ну=а, та 4==0:0», то 


«а 5, 


ыы 


ели же точка С’ не будеть вмВть скорости, значить чрезъ 
нее будеть. проходить оеь вращеншя, сложнаго изъ двухъ 
ханныхъ. Очевидно, что вс№ точки прямой, проходащей чрезъ 
С параллельно даннымъ осамъ, будуть обладать тёмъ же 
свовствомъ, значить эта прямая будетв осью вращеншя. 

Поищемъ теперь, какова будеть угловая скороеть этого 
новаго вращеня. Возъмемъ какую нибудь точку па прямой 
0,0:, нашр., точку №. Велфдетие врашен!я около О; съ утло- 
вою скоростью в, еворость ел будеть л==®:.О,М и направ- 
лена перпендикулярто къ 0:0, впизъ. Скорость ©, той же 
точни, происходящая отъ вращешя около О, и равная ®..О.М, 
тоже направлена внизъь перпендикулярно къ О0:О,, поэтому, 
называя 7 скорость сложную изъ ®, и #з и обозначая чрезъ 
2 разстояше МО, получимъ (№0, =а-Ёг) 


ыы о). 


Если же считать скорость Т происходящей оть вращеня 
окото С, то, называл угловую скорость этого вращешя ©, 
будемъ имЪты 


Е: Яо) о 
У=9.с м9 (2+ у) © (#4 5} К ри 4. 


р 


Сравнивая эти дв величины 7, получим» 
ое, в, 


п по направленно скорости У’ заключаемь, что вращене 
около С совершается въ ту же сторону, какъ и около О и 
0., и такъ 


Теорема: Деб вращения около параллельныеь осей и в5 
одну и пу же сторону слаются в5 одно вращеще, совер- 
лиющееся вв ту же сторону, какз и слалаемыл вращенал, в0- 
ру осн, параллельной илз осямз, лежащей вё одной в 
ними плоскости и разстояыя которой оть этить всей 
обреино пропоритональны зиловыме скоростямз. Умовая сно- 
фость сложнало вращеня равна суммь умовыль скоростей 
составляющих вращенй. 

99. Положимь теперь, что вамъ дапы дра вращения около 
параллельныхь осей, но въ противоположный етороны. 

Пусть опять плоскость чертежа (черт. 76, табл. ТУ) пер 
пендикулярна къ осямъ и стр№лки означають иаправлеше 
вращен!й; угловыя скорости пусть будуть’ ®, и в и оси 
проходять чрезь точки О, и 0». Въ этомъ случа дня вен- 
кой точки №, лежащей между О; и О, скорости отв обоихь 
движешй ваправхены въ одну и ту же сторону, и, есля же- 
лаеиь найти такую точку, скорости которой от этхъ двухь 
зращенй были-бы равны и противоположны, то ее слёдуеть 
искать на продолжеши лини 0,0, съ той стороны, гдё 
угховая скорость больше; ееди положимъ, «ти ©. больше фт, 
то искомая точна С должна быть съ той стороны, чтобы 
быть ближе къ О» чВиъ въ О. Назовемъ разстоянш ея до 
О: я 0, чрезъ д и у, тавъ что О,б==2, ОС == у и 0:0, = а; 
изЪ того, что скорости ея оть двухъ вращевй должны быть 
разны, получимъ 


В 
че — 6, у 


но хи: 4, отсюда 


Сафдовахельно есть такая точка С, скорость которой 
обращается въ нуль чрезь нее и будеть проходить ось вра- 
щеня, и эта ось, кавъ легко видфть, будеть параллельно 
двумъ даннымъ осямъ. Остается найти угловую екорость 
полученнаго вращеня. Возьмемъ для этого кавую нибудь 
точку № на прямой 0:0. и назовемь за и; скорости ел 
оть двухь данныхь вращенй, чрезь 2 ея разстояюе отъ 


0, и чрезь У ея скорость сложлую изъ 4%; и %», тогда 


Риты о, (9— 2) = (, — в) #4. 
* 


м8 


Считая же У’ скоростью, происходящею оть вращеня около 
С съ угловою скоростью © (пекомою), будемъ имфть: 


те = ое еи, 


и сравнивая оба выражены для У, получимъ 


9 =в,— в, 


направлеше скорости точки № (внизъ) показываеть, что 
вращене около О совершается въ ту-же сторону, какъ и 
зращеше около Оз. Значить: 

Теорема: Де вращения около парпллельныхь осей, в5 
противоположныя стороны слашютсв въ одно вращенёв около 
оси, параллельный осям» сличемыхь движенй и лежащей въ 
одной 65 ними плоскости внъ промежутка между ними со 
снороны той оси, дая которой узловая скорость больше. 
Направленйе вралцендя тоже, какь и у вращешя, инъющело 
большую уммовую скорость, а угловая скорость ею равна раз- 
ности уаловыть скоростей составляющихь вразценай. 

Еели введемь ©, то формулы, опредёляюлия разетояея 
оси сложнаго вращения оть осей составялющихь вращенй 
въ обоихь разематриваемыхь случалхь примуть одинами 
ВИДЪ: 


Нан 


но @ ныфеть разаичныя значеня : 9 = в, - ®. при вра- 
щеныяхь въ одну и ту же сторону и © (&, — в.) при 
вращеннхь въ противныя стороны. 

100. Лора сращенй. ТРаземотримь особенный случай, 
когда тВлу сообщены два вращеня около израллельныхь 
осей зъ противоположныя сторовы съ равными утловыхи 
скоростями. Обния формулы даютъ вращене съ угловою 
скоростью нуль около оби, находящейел на безконечности. 
Слфдовательно сложное движене пе булетъ вращательнымъ. 
Раземотримь теперь, каковы будуть екорости различныхь 
точекъ тЪла. Пусть О, и О, (черт. 77) будуть оси враще- 


ня (перпендикулярных къ плоскости чертежа), ® — велнчива 
угловой скорости каждаго изъ этихъ вращевй, совершаемато 
ЪЬ сторону озналенную стрёлками. Возвмемъ три точки Л, 
Уи лежащи: первая ЛГ— на прамой 0,0, между О; и 
О, вторая — № на прямой 0,0, вв промежутка между 
ними, и третья — Р гдф нибудь въ плоскости чертежа, и 
назолемь 7, и ›; — разстолыя каждой изъ нихъ до О и 
0, ил, ®, скорости ихъ оть каждаго изъ этихь вращенй, 
& У— сложную скорость. Раветояне 0,0, — назовемъ 4. 


Аля точки №... Г == == в, фи = 5 (и, Е 1) == ®4. 
Дан точки №....Р = и — % == ФИ, — Фу, == (у, 1:) = ®4. 


м для обфихь этихь точек Г — перпендикулярна къ прямой 
0,0, и паправлена внизт, т. е., скорости этихь точекъ равны, 
параллельны и пе зависять оть м И 9» т. е., отъ мфста, 
занямаемато этими точками на прямой О\Оз. Для точки Р 
скорость в, = фл, == 9.О,Р и изобразитея прамой СР пер- 
пендикуларной въ О,Р, скорость ©, = юм, = ®. ФР и изоб- 
фазитея прямой ДР перпендикулярной къ О.Р. Сложная 
скорость Т изобразится прямой РЁ, служащей магональю 
параллелограмма, построениаго на РО и РО. Опредфлимъ 
величниу и направлезе РЁ. ГРаземотримъ треугольвикъ 
РРХ, тдф РБ перпендинулярна къ РО. и ОЕ, параллель 
ная СР, перпевхакудярна вх О.Р, сабдовательно ДРБЕ= 
С О,РО; вромф того 

в — 0 


т, е. два треугольника О.РО, п РОШ ниють по равиому 
углу, заключенному между пропорщюнальными сторонами, а 
потому они подобны, п поэтому 


‚РЕ 
9,0, 


Ро _2Е 
20, = Р0, 


иди, принимая во вивмаше, что РО ==, ОР = 9. получимъ 


отвуда У=оа, 
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И тавъ какъ двз стороны одного треугольника перпен- 
дакулярны къ двумъ сторонамъ другаго треугольника, и они 
подобны, то и третьи стороны должин быть перпендикулярны, 
т.е, РР, или УТ, пернендивулярна въ 010.. 

И такъ мы видимь, что вакую бы мы точку тЪла ни брали, 
для веЪхъ ихъ скорость иметь одну и ту же величину— 
®4 и направлен!е перпендикулярное кк 0,0, — значить т$ло 
иметь поступательное движев!е. СлФдовательно: 

Совокупность двухь враящени: сз равными ууловыни ско- 
фостями вё противоположныя стороны около параллельныть 
осей дает поступательное движенще, скорость которало пер- 
пендикулярна кз плоскости, проходящей чрет оси вращенй 
и по величин равна произведеню ‘ито общей умовой ско- 
рости на разотояще между осями. 

Такя два одновременных фразныя враженя въ против- 
ныя стороны составляють нару вролценй. Разетояне 0:0, = 4 
вазывають плечемь пары, произведеше оф — моментом 
пары. Значить: Пара вращений — равносильна поступател- 
ному двиожению, перпендикулярному кз плоскости пары, со 
скоростью, равною моменту пары. 


101. Свойства парь сращени: 


Т-ое. Нара вращенй можеть быть представлена евоею 
осью. Осью пары пазываетея перпендикуляръ въ плоскости 
лары; и, если па той сторонз этого периендикуляра, куда 
направлено поступательное движен!е, соотвфтетвующее пар® 
вращен!й, отложимъ длину, пропоршональную моменту пары, 
эта ось будеть изображать пару и поступательное движене 
по величин® и направленю. 

И-0е. Пара вращен можеть быть перемфщеня какъ 
угодно въ своёй плоскости или перенесена въ плоскость 
параллельную прежней и съ ней неизивнно связанную. ДВй- 
ствительно, веф эти пары даютъ одно и тоже поступательное 
движене, перпендикулаярное въ ихъ илоскости, значить они 
равносильны между собой. 

Ш-е. Можно изифвять угловую скорость ® и разетояне 
между осями — @, лишь-бы произведеше ихъ ®@ сохраняло 
свою величину — дёйстые паръ останется тоже. 

ТУ-е. Можно, обратно, замфнять данное намъ поступа- 
тельное движеню парою вращен!, плоскость которой пер- 


пендикулярна къ скорости поступательнего дввжешя. Эту 
плоскоеть можно провести чрезь любую точку пространства, 
неизмфнно связанную съ тёломъ. Въ этой плоекости произ- 
вольно располагають осн, угловую сёороеть ® п разстояше 
между осими 4 берутъ произвольными, но при усломи 


04 == У, 


тд У есть свороеть поступательнаго движения, 


Примпяцице, Нонатно, что замЪне поступалельнаго 
движешя парою вращевй употребляется только кавъ 
премтъ для упрощеня рёшеня вопросов. 


102. Сожеше носколькихь врещенйй около параллельные 
9сей, ` 

Еели тфлу сообщены заразъ пфеколько вращев!й около 
`паралхельныхь осей, то сначала слагаютъ эь одно веб 1% 
вращен!я, которыя совершаются въ одну и ту же сторону, 
тоже дфлають и дая вращенй иъ противную сторову, и 
тогда получаютъ два вращеня около нараллельныхь осей 
въ разных сторояь, Если утловыя скорости не равны, то 
они елатаются въ одно вращене по данному выше (п° 99) 
правилу, а еели угловыя скорости равны, то полузаетея 
пара вращен@, т. е, поступательное движене въ ваправ- 
ленш, перпендикулярномъ къ плоскости обфихъ осей, 

Два вразденя въ противных стороны съ одинаковою угловою 
скоростью ожоло одной и той же оси взаимно уничтожаются, 

103. Пренесемв вращенл. Подожимъ: дано зращеше 
оБоло оси АВ (черт. 78) съ угзовою скоростью ®. Прове- 
дем хругую ось СР, параллельную первой и проходящую 
чрезь дарную точку О и сообщинъ т%2у два вращевя оволо 
ОТ, оба еъ угловою скоростью ®, по въ иротивныя стороны, 
Въ движен!м сиетемы не произойдеть измёненя, такъ какъ 
эти два вращещя взаимно другь друга уничтожають (и ни 
ЕВБОРО движения не дадутъ). Но теперь три вращеня, кото- 
рыя сообщены тфлу, будемъ разематривать, какъ одно вра- 
щеше около оси ОФ съ утловою скоростью ® въ ту же сто- 
рону, вакъ и данное вращеше, и логда остальныя два вра- 
щеня составать пару вращенй, момеять которой ранен 
Фр, ТДВ р есть разстояне осей АВ и ОР. Эть пара дасть 
поступательное движеше, перпендикулярное къ ея плоскости 
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со скоростью © — ®р. И такъ вращене съ угловою скоростью 
& около данной ося АВ можно перенести параллельно са- 
мому себЪ въ данную точку О, т. е., замЁнить вращененъ 
съ тою же угловою скоростью ® въ ту же сторону около 
осн, параллельной первой и проходящей чрезъ данную точку О. 
Во отъ такого перенесеня къ вращен!ю присоединитея поету- 
пательное движене, перпендикулярное къ плоскости, прохо- 
дящей чрезь оси. 


$ 5. Сломене двухъ вращенй около осей, не лежащихь 
въ одной плоскости. 


104. Положимъ, что намь даны два вращеня съ угло- 
выми скоростями №; и ®, около осей АВ и СЪ, не лежа- 
щихь въ одной плюскостя. Пусть ЕЁ = 8 будеть кратчайшее 
разетояне этихъ осей. Возъмемь теперь произвольную точку 
О и зам нимь вращеше около оси АВ съ угловою скоростью 
®, вращешемъ около оси ОК, проходящей чрезь выбранную 
точку 0, параллельно АВ, съ тою же угловою скоростью ®: и 
въ ту же сторову. Какъ сказано выше (я° 99) тавое перенесеще 
оси параллельно самой себ сопровождается поступалельнымь 
движешемь со скоростью геометрически равною той скорости, 
которую имфла-бы отъ вращешя около АВ точка О, трезь 
которую проходить новая ось, назовемъ ее $. Точно также 
замфламъ вращеше около СР съ угловою скоростью ®— 
зращемемь около оси ОГ, параллельной СР и проходящей 
чрезь ту же точку О; это новое вращеше будете сопровож- 
датьея поступательвнымь движешемь со скоростью +.— равной 
той скорости, которую точка О должна нить отъ вращеня 
около ОР. Такимъ образомъ два вращеня около нележеицихь, 
въ одной плоскости осей у насъ замЪнены двумя вращенями 
оволо пересфкающихся въ одной точ О осей и двумя но- 
ступалельными движетями со скоростями т; и 0». Два вра- 
щеня около перееФвающихея осей по правилу $ 3 сложатся 
въ одно вращене около оси, проходящей чрезь ту-же точку 
О съ угловою скоростью ® равною геометрической сумм 
® и ®,, и два поступательныхь движения сложатен въ одно 
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в0 скоростью равной геометрической сумм 1; и 4». А вра- 
щене и поступательное хвижене, какт мы уже зидфли, да- 
ють, вообще, вивтовое движене, значить и два вращения около 
нележащихь въ одтой плоскости осей дають вообще винто- 
вое двишеше. 

105. Замфтимъ, что гдф-бы пи была взята произвольная 
точка О, въ которую мы переносииъ оба данныя вращеня, 
и утзован скорость п направлене оси сложваго врадещя бу- 
дуть одни п Вже, тажъ кант. угловыя скороети составляю- 
щихь вращеюй будуть одоф пн тФже и оби составяяющихь 
вращенй параллельны; измфнятьел будеть только величина 
и направлене сложной поетупательной скорости. Возьмемъ же 
теперь точву О на праной ЕЕ, составаяющей кратчайшее 
разстоявйе данныхь осей АВ и СР, между точками Е и Ё, 
и возьмем за плоскость чертежа плоскость перпендикуляр- 
ную къ ЕЁ и проходящую чрезъ точку О (черт. 80). Пусть 
А’В’ представанеть ось, параллельную АВ н проходящую 
чрезъ О, опа будеть въ то же времл проекщей АВ на эту 
плоскость; точто также О’Ю’ пусть представляеть и ось па- 
раллельную ОР, проходящую чрезь 0, п въ то же время 
провкцю оси СБ. Пуеь ОК и ОБ представляють угловыя 
скорости в: п ®» отложенныя на осяхЪ въ извфствую сторону 
(® 70) т. е. чтобы смотря изъ К и Г па О вращеня ка- 
залиеь совершающимися но направленно часовой стрёлки и 
положимь, что ось АВ лежить передь плоскостью чертежа, 
а ось ОР за плоскостью чертежа, Гдф бы ян лежала точка 
О на прямой ЕР, т. е., каковы бы ви были ея разстояшя 
+ лу оть точекь Ен Ш, скорости а м 1 точки О, про- 
исходалия оть вращевй огою АВ и ОЛ будуть перненди- 
хуларны кь ЕЁ и потому лежать въ плоскости чертежа. 
Пусть ОН предетавляеть скорость ©, & ОЛ скорость %5; при 
едфланномь предположени о расположеши осей АВ и СБ, 
направленя ОН и ОХ, перпендикулярныя кь 4 и ОТ, 
должны быть ташя, невъ на чертежв. При изифневи м%ста 
точки О на прямой ЕЁ будуть мФняться только величины 
ОНп ОФ, а пхь ваправлене, точио также изкъ п величина 
и направлеше Об-угловой скорости сложнаго зращешя, 
останется нензыЪннымь. Посмотрим теперь нельзя-ли найти 
для точки О такого позожешя на прямой ЕЁ, чтобы еко- 
роеть О, сложнал изъ ® п 4», была паправлена вдоль оси 
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ОХ, нли Об сложнаго вращеня. Для этого проведемт пря- 
ную ОУ, перпендикулярную къ ОС’ и разложнхь важдую изъ 
своростей о; из» на дьф составаяющия, направленных по ОХ и 
ОУ, Назовемъ а и В углы, составаяемыя Об, т. е., угаовою 
скоростью, или направлешежь оси сложнаго вращешя, съ ОК 
и ОГ-—угловыми скоростлии или осями слагаемыхь вращенй. 
Скорость ОД, или ®, и ОУ, или 9», будуты 


9: = 4%, % -— ®5. 


ЗамВтимь, что уголь ОН сь ОУ будеть а, а ОУ сь 
ОУ = В, мы получимь, называя чрезь ви составляющую 2, 
зо ОХ и и! — составаяющую е; по ОТ, чрезь м» и 30. таки 
же дв составляюцуя скорости ©», 


и = 9 бло, и) = и (08%, 
Ч, == 0 БВ, 10, = в, 0088; 


при этомъ замВтинъ, что зи и и» ваправлевы по ОХ въ одну 
и туже сторопу;, а , и и по ОУ— вь протавоположныя. 
Поэтому, чтобы сложная скорость Г точки О была напра- 
влена по ОХ, пеобходимо и достаточно, чтобы 19; = а, т. е., 


®;20055 = 570083. 
или 
в, Сова 
о бы 


но а у == 6 — есть кратчайшее разстолне между осями, 
значить 
8.068 5.6.602 
5360 в, бозз ? 9 ео Рыба ' 


и, называя чрезь ® угловую скорость вращеня около ОХ, 
равную Об, язь АОКЯ или АОГО, будемь пмёть ® = 
== ®:С09х -- «-С098; п такъ, 


2:у:6 = 0,0058 : ®. 03а : ®. 


Ось вращеня, проходящая чрезь эту точву О, будеть вяи- 
товою оеью, потому что постунательнал скорость, равная 
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скорвети 7 точки О, будетъ направаена вдоль оси враще- 
я и она будеть равна 


У = - в = Фабия + оубыЗ 


Изъ параллелограмиа ОКТ? слфдуеть: 
9:0 = 88: бе: бт (а -- В} 


и потому, вставляя въ выражен > вифето 


дичину, получниъ 


Значить: Два врещещя около непереськающитсв в че по- 
фаллельныяь осей дають винтовое движене, ось которало про- 
ходить чрезь точку О, дтаящую кратиайшее разстояще 
между осями данныхь враценй 05 отношении 4 улловь, 0- 
ставляемыль этою осмо сз данными осями. Уловая скорость 
% направлене оси опредъляются, кахь дипональ параллело- 
зрамма; постраеннаю на лищять фавныхе и паралаельныхь 
Зпловымь скоростямь данных вуащенй, отложенных по их 
осям. у 

Утловая скорость вращешя, скорость ноступательнаго 
движеня, мёсто и направленше оси опрехфляются формулавие: 


9х. Я 


У м. 


Г ф - есть угожь между осями и, значить, а | В == 2. 
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ТЛАВА УЕ. 


Относительное движон!е. 


$1. Поняте объ относительномъ движени. Скорость. 


106. Чтобы изучить движеше точки, сравнивають ея 
положен е въ подожешемъ другихъ точехъ, которыя соета- 
зляють систему точекъ сравневя или среду, въ которой со- 
зертается движене. Эта система должна быть неизифияеная 
цо винду, но-ел положеше можеть и не быть неизифняымъ. 
ели система, взатая для сравнения, неподвижна, то движе- 
не точки называетея абсолютнымь, если же среда сама дви- 
ется, тогда называють видимыме или относительныме дви- 
экенеме то движеше, которое получается изъ сравненя по- 
слфдовательныхь положенй движущейся точки съ перемфн- 
ными положевями точекь, выбранныхь для сравченя. Это 
будеть то движеве, которое увидвль бы наблюдалель, уно- 
симый средою при ея движени и незамфчаюнцй совертае- 
маго имъ самимъ движеня, отсюда и назваше видимое ден- 
жене. Движене системы взятой для сравненя называлось 
Эвиокенемв переноснымв. 

Обыкновенно, какъ систему для сравяенит, употребляють 
три взаимно-периендикулярныя координатныя оси или другую 
какую вибудь систему коордикать. Предетавимь себЪ, что 
мы въ важдый момент» опредёляемъ координаты движущейся 
точки. Если взятыя вами оси неподвижныя, го изибненя 
координать разсматриваемой нами точки укажеть намт абео- 
лютное движене ея. Если же сами оси имфютъ нЪфкоторое 
движене, то возьиемъ еще вепомогательную неподвижную 
систему координать подобную подвижной, и воображаемую 
точку, поторая въ каждый моменть имфеть относительно 
этихь неподвижныхь оеей координаты, равных координатам 
разематризаемой точки, взятымь относительно подвижныхь 
осей. Абсолютное движене этой воображаемой точки есть то, 
что называють относительнымь дзижешемь данной точк, 
траекторйл этой воображаемой точки будетъ траекторйею отно- 
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ситезьнаго движени, скороеть ея— относительное скоростью, 
полное ея ускореше — яолнымв относительныме ускорещенз 

107. По денныме относштельному и переносному двизее- 
зёямз опредъаить абсолютное двиэкене. 

Гусь АВ (черт. 81, табл. Г\), бухеть относительная 
траектортя движущейся точки, въ какой нибудь моментъ, /— 
положене точки на траекторш въ этоть моменть. По исте- 
чеши нзкоторато промежутка времени пусть траевторя при- 
деть въ положеше 4’В’ и М’ будеть предетавлять точку М. 
въ ел новомь положени, Но въ течеши этого промежутка 
времени движущался точка въ елёдетые своего видимато 
движен!я должна передвинуться вдоль лиш АВ на ифко- 
торую длину 5. Еели теперь отложинь на ГВ’ оть точки 
М‘ эту длину, положимь, до точки ЛИ", то точка М" будетъ 
предетавлять настолщее мфето движущейся точки въ концЪ 
разсматриваемаго промежутка времени. . 

Если перемфщеня безконечно малы, то ММ” соста- 
зляегь съ АВ безконечно малый уголь, такъ что ихъ можно 
считать почти параллельными и можно сказать, что элемен- 
тарное перемфщев!е точки въ дФИйствительномь движение есть 
теометрически сложное изъ элементарныхь ея перемфщев!й 
въ движени относительномь и въ движевш переносномт. 

По раздёлени элементарныхь перемфщен на злементь 
ъремени, мы получимь скорости, поэтому: 

Скорость абеолотиналю движеня есть чеометрически слож- 
мая цз относительной в переносной скоростей. 

Отсюда и обратно, относительная екорость будеть геоме- 
чрическою разностью абсолютной и переносной скоростей, 


$ 2. Ускорене въ относительномъ движены, 


108. Члобы опредфлить зависимость между ускорешенъ 
въ двнженяхь абеолютномъ, переноеномъ и относительномъ, 
мы воспользуемея тбыъ свойствомь, что еели мы отложамь 
на касательной въ точЕЪ М къ траевтори длину 9, тдВ о 
есть скорость дважущейсл точки, а т — очень малый проме- 
звутокъ времени, и соединимь хонедь полученной данны съ 
тою точкою, куда придеть движущалел точка въ кониф этого 
промежутка времени т, то эта соединительная прамал, на- 
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зываемая стролною движетя п показывающая насколько 
движущаяея точка уклоняется отъ прямолинейнаго в равно- 


: че? 
ифрнаго движеныя, по величинВ своей равна 5 (гдВ и 0бо- 


значаеть ускорене) а по направлено параллельна ускореню. 
Поэтому та зависимость, какую мы найдемъ для этихъ отЕло- 
ненй въ движещяхь абсолютномъ, относительномь и пере- 
носномъ будеть ныфть ифето н для ускоренй, тажъ накь ия но- 
лученя ускоренй эти отклоненя надо разлёлить на, а п 
направленио они параллельны ускоренянъ. ЗамЪтниь при 
этомь, что скороетью и ускоренюмъ въ переносномь движе- 
нш мы называенъ скорость и ускореше той точки неизы8- 
немой системы, съ которой въ данный моменть совпадает 
наша хвижущаяся точка. 

109. Разсмотримъ сначала тоть случай, когда перенос- 
ное движеше будеть поступательнымь. Пусть ДВ (черт. 82) 
представляеть траевторно относительнато движетя, СЮ — 
переноснато, и №—положене движущейся точки въ нфко- 
терый моменть времеви, а М; и М,-—тЪ положевня, кото- 
рыя она приметь по истеченш промежутка времени т въ 
относительномь и рь переносножъ движешяхь, а М’ — ея 
истинное положене, и пуегь А’В’ предетавляеть траевторию 
относительнато движешял зъ ея новомт положеши, по исте- 
чени времени =. ели теперь проведемъ въ точк® ЛГ три 
касательных: къ дугВ ЛМ, къ ду ММ, и къ дев ММ, 
и отложимъь на нихь длины ДЕЛ = ол, МТ. = шт и 
МТ = м, тд и — скорость относительнаго движени, — 
скорость переносяаго и у — скорость абсолютнато, то 0б0- 
значая чрезъ и, в, и ускоревя этихъ трехъ движешй, мы 
будекъ имфть 


ДЕТ, = 3 в, МЛ, = 1 и, МТ 


Но, заыфчал, что скорость абсолютнаго движешя есть геоме- 
трически сложная изъ скоростей откосительнаго и перенос- 
нато движенй, мы заключаенть, что ЛГТ будеть матональю 
параллелограмма, построеннато на №7; и МТ, и потому 
ТЬТ равна и параллельна МТ. КромЪ того мы предноло- 
жили, что движеше поступательное, слФдовательно вривая 
А’В параллельна АВ, т. е., васательныя въ соотвфтотвен- 
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ныхь точнахь параллельны. Поэтому если мы въ точёВ № 
проведемъ касательную въ 4’, п на ней отложимь длину 
М.Р, равную МХ, и соединимь точку Р еъ точкою М'и 
съ Т, 10 М, Ри М' представать новыя мфота точекъ М, 
Т, и М, велфдотые перенослаго движент, и поэтому РМ’ 
= а и?. Но, по замфченному, №Р параллельна ЛОГ, в 


она ей равна; точно также 7Т и равна и параллельна 
ИТ, отсюда заключаемъ, что четыреугольниеь М.РТТЬ есть. 
параллелограмъ, и что ХР равна и параллельна ЛА.Ль. И 
тазъ ТМ’ есть замыкающая сторопа треугольника МРТ, 
дв остальные стороны котораго равны и параллельны М, Г, 
и МТ, значить ТМ’ ееть геометрическая еунна Т.М, и 
ТЬ4Е, т. е., 


ТИ! = ТМ, + Т.М, 


2 


а по разлени на полузчимъ (кадъ замфчено выше} 


= в 


т. е., Убкорее абсолютно движещя весть леометрически 
сложное изз ускорен относительнаяе ц переносноло. 

Отсюда легко получить, что ускореше относительное есть 
еометрическая разность абсолютна в переноснало ускоренй, 
Но вее это иифеть мсто только при усломи, что неренослое 
движеше будетъ мюлько поступительныме. 

110. Положимь теперь, зто переносное движене какое 
угодно. Есхи теперь, какъ и прежде, АВ (черт. 88, табл, ТУ) 
представлясть траекторю относительнаго движении, АВ’ ея 
новое положеше и если на касательныхь отложимъ опять 
длины МТ = 9", МТ, = ок, МТ, = ил, и вромв того 
проведемь ДЕР, равную ЛЕТ, и касательную ьъ точ М. 
кБ А'В’, то вообще ЛЁР не будеть параллельна ДГТ,, как 
при поступательномь переносяомъ движенш, ин ели мы иро- 
ведемь ЛР равную и параллельную МТ, я соедунимь 
точну Р, съ точкамя Ри Т и точну Рось ДМ’ то изъ по- 
хученныхь линй РМ" представляеть прямую ЛЕТ, въ ея 
повомь положени, ТР, разпа п параллельна 4/.7ь; и потому 
стрьлка абеолютнаго движеня ТМ’ есть занывающан лома- 
ной лит ТР.РМ, вь которой ТР, геометрически равна 
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ТьМ.-—стрфякВ дпижешя переноенаго, РЁ” — стрёлка дви- 
жешя относительнато, значитъ: 


ТМ’ = РМ! -+- ТР + РЬ 


или 


ИМ! = ТМ, + ТМ, + РР. 


По раздфлейя ва -, замфчая, что стрЗаки движеня по- 
2 
раздалени на > дають ускореня, получыъ 


— — ‚РР 


вм ре + К, 


т. е., что ускореше абсолютное есть геометрическал сумма 
. Р 
изъ ускоревй относительнаго и переноспато и еще изъ —.:- 


Это послЁднее тоже называють ускорешемь: или дополни- 
зпельным, или поворотныме. Моворотнымь его вазывають 
потому, что, если бы система имфла только поступательное 
движене, то АВ приняла бы позожеше 4”Б и М.Р было, 
бы касательной къ А”Б", т. е., представляеть положене, 
которое приняла бы МТ, оть одного поетупательнато дви- 
жешя. Но, чтобы привести всю систему, 3. зналять, и Ерин 
вую 4”В" въ ихь пастоящее положене А’В’, надо кром% 
ноетупательнаго движеня дать еще вращательное движене 
около нфкоторой аси, проходящей чрезь точку Му; и тогда» 
нослВ поворота около этой оси на нфкоторый уголь 1, ЛР, 
придеть въ положеше МР. Пусть (табл. ТУ, черт. 84), 
М.Г, предетавляеть эту 06, и фа и р проекщи точекъ Р, и 
Р на плоскость, пернендикулярную въ этой оси и проходя- 
щую чрезь М», и назовемъ чрезь © уголъ составляемый ЛР 
нак М.Р съ осью М.Г. ВР = рр и принимая рр, по 
малости, за дугу круга раде Мор, соотвфтетвующую углу 
1, получимъ (7 = т, тдф ® — угловая скорость) 


АР = пр = Мол = М.Р8жякют == оба 


и потому поворотное ускорене—и'—будетъ 
и = Злюбтх 


и направлене его перпендикулярно къ мгновенной оси вра- 
щенл и къ отноентельной скорости. Такямъ образомь мы 
получили сяфдующее: 


В 

Теорема Норолиса. Полное ускорене абсолютнало движе- 
зёя есть. сложное изз треть ускоренй; 

1) из5 ускоренёп переносноо движешя, ‘т. в., успореная 
но движещя, которое приняла бы точка, если бы она оста- 
велась в5 относительномь покоь 85 томё положени, которое 
она занимаетв. 

2) изз уснореша относительнало. 

8) изъ поворотииио или дополнителииио ускоренёя Эви, Эта, 
перисндикуаярнаю кз относительной скорости и къ мановенной 
сев вращения, и направленно в5 ту сторону, куда повора- 
чивается охоло мановенной оси конецз примой, изображающей 
относительную скорость. 


_Примьщиие, Если движущаяся точка имфеть относительное 
движене и нифеколько переносныхь движенй, то абе0- 
лютное ускорене получится послЪ ряда послёдователь- 
ности сложешй по указанному правилу. 


1. Поворотное ускореше Фор, бя обращается въ нуль 
въ трехъ случаяхь: 

1) Когда ® == 0, т. е., переносное движеве есть лоету- 
пательное, 

2) Когда 2, == 0, т.е., относительная скорость равиа нулю. 

3) Когда и = 0, т. е., ось вращеня нереноснаго дви- 
жешя параллельна скорости относительнаго хвиженя. 

Въ этихъ слузаяхь абсолютное ускорен!8 будеть слеж- 
нымъ только изъ двухъ ускорен!: относительнаго и пере- 
ноелаго. Во вебхь остальныхь случаякъ кЪ этимъ двумъ 
надо прибавлять ускорене поворотное, 

Если перенослое движен!е равномтное и прямолинейное, 
то его ускореше обралкаетея въ нуль и тогда ускореве абс9- 
лютное и относительное будуть одно и тоже, & скорости 
абсолютная и относительная будуть различны. 

Если иереносное движен!е есть разномфрно-вращательное 
около неподвижной оси, тогда ускореве его будеть только 
цеятростремительное, направленное отъ точин къ осн враще- 
ня и равное Е == 0%, тд г -— разстояще оть точки до 


ови и ® угловая скорость. 

Поворотное усвореше 2.юбиа равно учетвереввой пзо- 

щади ‘треугольника, у котораго дв стороны будут5 прямыя, 
п 
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изображаюния 9, и ® но величин® и по направлению. Этимь 
можно воспользоваться, чтобы найти проекщи этого усворе- 
ня, такъ вакъ по направленно своему оно перлевдикулярно 
въ плоскости сказаннато треугольника, поэтому проевця его, 
иаирныфръ, на ось 2овъ равна учетверенной площади проек- 
ци треугольника на плоскость 209; и тоже самое для осталь- 
нихь двухь осей и плоскостей. Поэтому (по извфотяымъ 
форкуламь, выражающимь площадь треугольника въ коорди- 
натахь вершину) 


ч, = (а, — 78) 


= бе, — ро) 


Ы 


Зе, — 9, 


тдВ р, и г нредставляють проекщи ва координатных оех 
угловой скорости ®, а 0, 9, и г, — проекци на оси отно- 
вительной скорости #7. 


$ 3. Аналитичесий выводъ скорости и уснореня относи- 
тельнаго движен 


12. Мы уже говорили, что самый удобный способъ для 
опредфленя относительнаго движеня состоить въ томъ, чтобы 
представить себф двф системы координать, одну неподвиж- 
ную въ пространетв®, другую неизмВнно связанную съ тою 
бистемою или средою, относительно которой мы опредБляемь 
движеше данной точки, ин участвующую въ ел движени, и 
опредфлимъ координаты данной движущейся точки отноеи- 
тельно той и другой системы. Изм5неня ©ъ тезещемть вре- 
мени координать точки, взатыхь относительно неподвижной 
системы коорданать, дадутъ абсолютное движеше, & измЪне- 
в|я координать. взятыхъ относительно подвижной систежы 
координать, опредфлятъ относительное движене. Возьменъ 
поэтому дв системы прамоугольныхь прамолинейныхь во- 
ординаль, одну неподвижную, а другую подвижную и иазо- 
вемъ чрезь 2, у, 2 координаты дважущейся точки относи- 
тельно неподвнжныхь осей и чрезь 5, 1, б-—ея координаты 
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относительно подвижныхь осей. Назовемь чрезь %,, %, 25 
зоординаты подвижнаго начала относительно неподвижныхь 
осей и трезъ 1, 1, с:, @з, 6», сз, @з, Вы, ©; косинусы угловъ, 
составлениыхь тфми и другими осями, такъ 910 

а, == 00$ (д, ©), в» == 068 (у, &, в == 00 (2, 5), 

& — 08 (2.1), & = 080,1), Ь = 3 (1, 

в: = 093 (2, ©), в == 0 (у, ©}, вв = 00 (а, ©). 


Тотда между абсолютными 2, у, 2 и относительными воор- 
динатами &, т, © будеть существовать такал зависимость: 


= ыщЕ-РЫт-- аб 
УР -ыЕ-ЬТ-ьС1 (. 
эыЕ-ья ас} 


р 


Продиффенцировавь эти равенства, получаемъ 


ие 


а 
=. миа тай & + ый с 
>, 45 Е |. 
ия ый а я |) 
а рае, Е: а & 
В С Вс 


В 9 аду 4 6 а 

Ъ НИХЪ Л т удуть составляющимя Вдоль осо 
м а, 

От, Оу, Оз абсолютной скорости, члены - Е = 


4. Е . 
+ ан 5 ея и ныъ соотнфтствующия во второнъ и третьемъ 


РИ: 
равенствахъ, — предотавяяють тё значения -др, и соотвфтетвенно 


а де 
т и 4, которыя ояи имёли бы, еези бы © 2 бы 


постоянными, т. е. дввжущаяея точка была бы въ относи- 

тельномъ пово», или была бы пеизмфнно связана съ осями, 

& 910 и будеть движешемъ переноснымь, тавъ что этя 

члены составлають проекщи на 0си Ох, Оу, Од скорости 
* 
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нереносназо движеня. Накопець три послЪде!е члены въ каж- 
домъ равенств® представляют значене р ...› если бы 
2, У, 20. @, в, @...6в были бы постоянными, зна- 
чить это будуть проевци на тв же осн относительной 
скорости. 

И такъ мы видимъ, что проекщи на каждую изъ осей 
абеолютной скорости разны сумм® проешй ва ту же ось 
относительной и переносной скоростей, значить: скорость 
абсолютная есть звометрическая сумма переносной и отно- 
сительной скоростей. 


113. Если мы продифференцируень уравневя (2), мн 
получимъ: 


о ох д о а в 
о +85 [2 

а | 
о ии +2 са [© 


4: Фа ага, 46 | ра 
ат = ча Нав + яж + ы а ат р ав + 


Фе Фу @ 
Лавыя части этихь равенстаь д, ры ‚ в предетавляють 


проекщи на неподвижныя оси ускорешя абеолютнато дви- 
движеня. 


Вь правыхь частяхь мы петь тре, трупиы членовъ. 
„ бжь Фа, ве, ^ 
Перзая группа: ‘че -НЕ чан 1 ЧН а и ей соотв т- 
ствующ во второмъ п третьемь равепотвахь представлять 
нз Фу Фе 
значешйя др, ар, ‘т, взатыя въ предположени, что &, 
1 я $ постоянны, значить это будуть проекщи на ненодвиж- 


ныя оби айокореная пореноснало движешя. Вторая группа чле- 
й 

новъ ав + ще се а" и пр., представляють тоже про- 

изводныя оть <, у, 2, но взятыл обратно, въ предположе- 

и, 970 25, @1, &, с: в пр. постоянны, и; значить, будуть 
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проекцими на неподвижныя оси убкоремя отновительнио. 
Остаются затВыъ еще чзены: 


== 
а аа, ь [.) . 

(еже тиа 

р ( во, |. ® Е 4 к) 


па 


которыя будуть проекщяни на неподвижныя оси добавочнаго 
ускоревйя, называемаго иоворотнымь. И такъ, мы получили 
сифдующее: Ускорене абсолютнало двнженя есть сложное 
изв ускорешя переноснаго, изз ускореня отпосительнило и 435 
‘уускореная добавочнио или поворотнало. 

Обратно: Ускореще относительна движженя есть чеоме- 
эарическая разность ускорешя абсолютнаю и ускоренй пере- 
осно и поворотнало, или, обозначал чрезь % — ускореще 
абсолютное, и! — относительное, а, — переносное и $ —- 
поворотное. 


114. Разсмотримъ теперь поворотное усвореше; если ва- 
зовемь ф,, Ф,, $. проекщи его и& оеяхъ неподвижныхь ко- 
ординать, а $, $ и $ — ва осяхъь подвижныхь коор- 
динать, то 


а аа 4 & & 
ф%=8 [= а в + а <; 
о [4 9 ЕЕ 4 4 
(ата +на а) 


_ 4 аа Я 4 вв; 
и Вы ) 


Чтобы составить $: мы умножаенъ первое иё 4:, второе на 
а, третье на а; и еложимь: 


& ва, да. да; \ 

о фене (о ео На + ы 
4 Л 

С 1 ча аа 9) + | 

4-2 Зы ааа) "Г 
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Чтобы упростить полученное выражене для Фе, зам$- 
тихь, что между 1, в, @в, ба, 6, в, (1, 62, 6з суще 
сетвуеть извфетная зависимость, выражаемзя 12 равенствами: 

«нина =и: ма Ы Ба © = 0. 
еее ша ЬЬ-ьв =0 
ии -а=\1. | ща Ви ва= 0. 


| 
й 


о «ы №  & В = 0. 
ии =т. | Ба Ьо-- Ва == 0. 
ее-не=и. с в -- са -- за = 0. 


Возьмемъ равенство 
аи, 
и продифференцируень, разд ливъ при этомь на, @, получится: 


да а. 42 
к ащ Но = 0. 
Подобнымъь же образомъ 


(5. 


о М 


а 
ое + . +ош=о. 
Возьмемъ еще равенство 
& В & Ы + вв, = 0, 


продифферелцируемь его 


а, 4 а 4 
Ро т Рош ть 


9% —_ 


а, Е +ь 


или, перенося половину членовъ во вторую часть 


а. 


а5, 46. «6, 
Ба ры = — 6 + + 5%) 


167 


назовемь одною буквою, нзпримфръ и, общую величину 06%- 
ихь частей равенства; мы будемь имфть: 


аа. да, Ча, 45, Е? 4%, 
Бы рык, о ро Ри = г (6). 


Точно тавъ же изъ равенства 


Фе -- а -- ав = 


посл дифференцировая и перенесеня половины членовъ 
въ другую часть: 


4 4е 4. да, „42, да 
и + ы = — + а +69). 
Или, называя общую величину обфихь частей, чрезъ а, 


4, Е 


Е аа ды | а 
а ва о-в веба (1). 


И, навонець, изъ равенства 
Фе, ++ Бе + 66 =0 
получимъ 


ть, 4 & Е ас, 
с ро но ры нь = — р 


и тогда, вводя эти обозначевья и пранижая во внимаые ра- 
венства (5), получимъ 


и подобнымь же образомъ, какъ ф:, можно найти Фу и $: 


з 
| 


62 -ь) 


хер) 


—18_ 


отЕуда найдемъ и самое $ по его проекщям» на три взаимно- 
перпендикулярных оси подвижныхь координатъ. 


о а уно + 
я-а} = ее (а) |- 
ИХ И и}, 


30, ЕЗБЬ мы далёе увидимъ, р, 4, г предетавляютъ проекщи 
на подвижныя оси аутловой скорости — ® въ перевосномъ 
Е. 


4% 
движени, & д, м, 2 -- проекщи на т же оси отно- 
сительной скорости 9, движущейся точки и потому 


о ий 
(ан (ау(ау- 
рам ут = ию бо) 


и поэтому 
= дебил) 


-в 
и 


или 
= Зомби, 1} 


-в 


#5. Чтобы опредфлить зпачене р, 4, г, возьмемъ выра- 
жеше проевци переносной скорости на ось Ох 


42) | кв ав, 


ж Ув +1 ся 


и, замЪчая, что переноеное движен!е состоить изъ постуна- 
тельнаго движен!я точки О’, начала подвижныхь координатъ, 


и изь вращательнаго около 9си проходлщей чрезъ эту точку, 


К . 
мы заключаемъ, что р’ есть проекщи скорости поступалель- 


наго движеня, а остальные три члена представляють про- 
екщю скорости вращательнаго движешя около точви О’ т, 
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еели мы назовемъ ю — эту скорость, & 2, №, в, ен про- 
ева на неподвижныя оси, 


= : 41 Е 
да, 4 [2 
у = 1 РЕН 
а м, 


е 
в, = тж а 
Составамь теперь проекщи и на оси подвижных коорди- 


наль по общему правилу (называя чрезь Г — произвольное 
направлеше) зыражаемому равенствомь 


з0 Соз(ш Л) = зв,Ооз(,т) += ш,Соз,у) -- 10.0081,2). 


Назовемъ эти проевщи из , и", тогда: 


да. аа. 
и: — ви, +- вши, + а, = (< и а г + 


о + (<Я ый +. 


ва = Вы, - Ыю, + вы, == (6 бы РЕ 


в, 4, 


нь нь +ь 5 


а. а. @ 
ие = сло, Ч сие - сло, == (а оч Ро Е 
8$; 4с 4, 
о о («а + +. 


Принявь теперь во внимаше равенства (5), (6), (7), и 
(3) п? 114 мы позучимъ 


== щеиЬ-в. 


Сравнивая эти выраженя съ формулами Эйлера, выражаю- 
щими проевци на координатныя оси скорости при враща- 


7 


тельномъ движен, мы заключаемь, что р, 4, " здфеь 0бо- 
начать то, что тамъ мы обозначали чрезь м, 9, чи, т. е. 
проекщи на координатный оси угловой скороети ®, отло- 
женной по оси вращен!я въ извфстную сторону, только здЬсь 
это будуть проекщи на осахъ подвижныхь координать: 


р=о 0865), а = © Сабод), г = в С) 


-—-=-А® 


р 


с аилацеи 


